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现代控制理论中的运用状态空间法描述输入-状态-输出诸变量间的因果关系，不但反映了系统的输入输出
外部特性，而且揭示了系统内部的结构特性，是一种既适用于单输入单输出系统又适用于多输入多输出系统，既

可用于线性定常系统又可用于线性时变系统的有效分析和综合方法。

1 系统的状态空间表达式

1.1 状态空间的基本概念

状态：系统在时间域中的行为或运动信息的集合。

状态变量：确定系统状态的一组独立的数目最小的变量。将状态变量看做向量的分量，则该向量称为状态

向量。𝒙(𝑡) = [𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ⋯ , 𝑥𝑛(𝑡)]𝑇
状态空间：以 n 个状态变量作为基底组成的 n 维空间。
状态轨线：系统在任一时刻的状态在状态空间中用一个点表示。时间的推移描绘出的一条轨迹。

线性连续系统的状态空间表达式：

⎧{
⎨{⎩

𝒙̇(𝑡) = 𝑨(𝑡)𝒙(𝑡) + 𝑩(𝑡)𝒖(𝑡)
𝒚(𝑡) = 𝑪(𝑡)𝒙(𝑡) + 𝑫(𝑡)𝒖(𝑡)

其中，𝒙(𝑡) 是系统的状态向量，𝒖(𝑡) 是系统的控制输入向量，𝑨 是系统的量测输出向量，𝑨 称为系统矩阵或状
态矩阵，𝑩 为控制矩阵或输入矩阵，𝑪 为观测矩阵或输出矩阵，𝑫 为前馈矩阵。

当系统矩阵都是与时间无关的常值函数矩阵时，系统为线性连续定常系统，状态空间可以表示为：

⎧{
⎨{⎩

𝒙̇(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩𝒖(𝑡)
𝒚(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) + 𝑫𝒖(𝑡)

对应的，采样周期为 𝑇，采样时刻为 𝑘𝑇 的线性离散系统和线性离散定常系统分别为：
⎧{
⎨{⎩

𝒙(𝑘 + 1) = 𝑮(𝑘)𝒙(𝑘) + 𝑯𝒖(𝑘)
𝒚(𝑘) = 𝑪(𝑘)𝒙(𝑘) + 𝑫(𝑘)𝒖(𝑘)

⎧{
⎨{⎩

𝒙(𝑘 + 1) = 𝑮𝒙(𝑘) + 𝑯𝒖(𝑘)
𝒚(𝑘) = 𝑪𝒙(𝑘) + 𝑫𝒖(𝑘)

图 1.1: 状态空间表示的系统结构图

1.2 建立状态空间表达式的方法

1. 由系统方框图：把系统方框图变换成模拟图，将每个积分器的输出选作一个状态变量 𝑥𝑖，对应的输入为

̇𝑥𝑖，然后直接写出状态方程和输出方程。
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图 1.2: 系统模拟结构图

2. 由系统机理：根据物理规律，如电路的基尔霍夫定律或者理论力学的牛顿定律列写方程

3. 由系统的输入输出关系：将传递函数进行部分分式展开 𝐺(𝑠) = 𝛽𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝛽1𝑠 + 𝛽0
(𝑠 − 𝜆1) ⋯ (𝑠 − 𝜆𝑛) =

𝑛
∑
𝑖=1

𝑐𝑖
𝑠 − 𝜆𝑖

令 𝑋𝑖(𝑠) = 𝑈(𝑠)
𝑠 − 𝜆𝑖

，则 𝑠𝑋𝑖(𝑠) − 𝜆𝑖𝑋𝑖(𝑠) = 𝑈(𝑠)，拉氏逆变换得 ̇𝑥𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖 + 𝑢，

因此状态方程为 𝒙̇ = 𝜦𝒙 + [1, 1, ⋯ , 1]𝑇 𝒖，输出方程 𝑦 = [𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛]𝒙

对于线性定常系统的状态空间表达式，取拉普拉斯变换得：

⎧{
⎨{⎩

𝑠𝑿̇(𝑠) = 𝑨𝑿(𝑠) + 𝑩𝑼(𝑠)
𝑠𝒀 (𝑠) = 𝑪𝑿(𝑠) + 𝑫𝑼(𝑠)

代入化简得 𝑮(𝑠) = 𝑪(𝑠𝑰 − 𝑨)−1𝑩 + 𝑫

对于离散系统，将脉冲传函写成 𝐺(𝑧) = 𝑑 +
𝑛

∑
𝑖=1

𝑘𝑖
𝑧 − 𝑧𝑖

，

令 𝑥𝑖(𝑧) = 𝑢(𝑧)
𝑧 − 𝑧𝑖

，则有

⎧{
⎨{⎩

𝑧𝑥𝑖(𝑧) = 𝑧𝑖𝑥𝑖(𝑧) + 𝑢(𝑧)
𝑦(𝑧) = 𝑑𝑢(𝑧) +

𝑛
∑
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖(𝑧)

作 Z 反变换得
⎧{
⎨{⎩

𝑥𝑖(𝑘 + 1) = 𝑧𝑖𝑥𝑖(𝑘) + 𝑢(𝑘)
𝑦(𝑘) =

𝑛
∑
𝑖=1

𝑘𝑖𝑥𝑖(𝑘) + 𝑑𝑢(𝑘)
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即
⎧{{{
⎨{{{⎩

𝒙(𝑘 + 1) = diag(𝑧𝑖)𝒙(𝑘) +
⎡
⎢⎢⎢
⎣

1
⋮
1

⎤
⎥⎥⎥
⎦

𝑢(𝑘)

𝑦(𝑘) = [𝑘1 ⋯ 𝑘𝑛]𝒙(𝑘) + 𝑑𝑢(𝑘)

4. 连续系统离散化连续系统周期采样且加入零阶保持器得到的等价离散系统系数矩阵有如下关系：

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑮(𝑘) = 𝜱[(𝑘 + 1)𝑇 , 𝑘𝑇 ] = 𝜱(𝑘 + 1, 𝑘)
𝑯(𝑘) = ∫(𝑘+1)𝑇

𝑘𝑇 𝜱[(𝑘 + 1)𝑇 , 𝜏]𝑩(𝜏)d𝜏
𝑪(𝑘) = 𝑪(𝑡)|𝑡=𝑘𝑇

𝑫(𝑘) = 𝑫(𝑡)|𝑡=𝑘𝑇

因此线性连续定常系统的离散化模型为

𝑮 = e𝑨𝑇 𝑯 = ( ∫
𝑇

0
e𝑨𝑇 d𝑡)𝑩

连续系统的零点：𝑟𝑎𝑛𝑘[𝑠𝑰 − 𝑨 𝑩] < 𝑛 的 𝑠 为系统的输入解耦零点；𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝑠𝑰 − 𝑨
𝑪

] < 𝑛 的 𝑠 为系统的

输出解耦零点；𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝑠𝑰 − 𝑨 −𝑩
𝑪 𝑫

] < 𝑛 + 𝑚𝑖𝑛{𝑟, 𝑚} 的 𝑠 为系统的传输零点；

离散系统的零点：𝑟𝑎𝑛𝑘[𝑠𝑰𝑛 − 𝑮 𝑯] < 𝑛 的 𝑠 为系统的输入解耦零点；𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝑠𝑰𝑛 − 𝑮
𝑪

] < 𝑛 的 𝑠 为系统

的输出解耦零点；𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝑠𝑰𝑛 − 𝑮 −𝑯
𝑪 𝑫

] < 𝑛 + 𝑚𝑖𝑛{𝑟, 𝑚} 的 𝑠 为系统的传输零点；

1.3 代数等价系统

𝐿 ∶
⎧{
⎨{⎩

𝒙̇(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩𝒖(𝑡)
𝒚(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) + 𝑫𝒖(𝑡)

𝐿′
⎧{
⎨{⎩

̇𝒙̄(𝑡) = ̄𝑨𝒙̄(𝑡) + 𝑩̄𝒖(𝑡)
̄𝒚(𝑡) = ̄𝑪𝒙̄(𝑡) + 𝑫̄𝒖(𝑡)

若存在定常可逆矩阵 𝑷 使得 ̄𝑨 = 𝑷 𝑨𝑷 −1, 𝑩̄ = 𝑷 𝑩, ̄𝑪 = 𝑪𝑷 −1, 𝑫̄ = 𝑫 则称 𝐿 和 𝐿′ 为代数等价的。

代数等价的状态空间模型描述的系统具有完全相同的动态特性。

相互代数等价的定常系统具有相同的特征多项式、特征方程和极点，具有相同的传递函数或传递函数矩阵，

具有相同的输入解耦零点、输出解耦零点和传输零点。
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2 系统状态空间表达式的时域分析

2.1 状态转移矩阵

对线性时变系统 𝒙̇(𝑡) = 𝑨(𝑡)𝒙(𝑡), 𝒙(𝑡0) = 𝒙0, 𝑡 ⩾ 𝑡0，对式子两端积分得：

𝒙(𝑡) − 𝒙0 = ∫
𝑡

𝑡0

𝑨(𝜏)𝒙(𝜏)d𝜏

此为 Volterra 型向量积分方程，可运用逐次逼近法得 𝒙(𝑡) = 𝜱(𝑡, 𝑡0)𝒙0，其中系统状态转移矩阵

𝜱(𝑡, 𝑡0) = 𝑰 + ∫
𝑡

𝑡0

𝑨(𝜏1)d𝜏1 + ∫
𝑡

𝑡0

𝑨(𝜏1) ∫
𝜏1

𝑡0

𝑨(𝜏2)d𝜏2d𝜏1 + ⋯

状态转移矩阵的性质

• 自反性：对任意 𝑡，有 𝜱(𝑡, 𝑡0)|𝑡=𝑡0
= 𝑰

• 微分性： d
d𝑡𝜱(𝑡, 𝑡0) = 𝑨(𝑡)𝜱(𝑡, 𝑡0)

• 传递性：𝜱(𝑡2, 𝑡1)𝜱(𝑡1, 𝑡0) = 𝜱(𝑡2, 𝑡0)

• 反身性：𝜱−1(𝑡, 𝑡0) = 𝜱(𝑡0, 𝑡)

2.2 线性系统的响应

2.2.1 线性时变系统

𝝓(𝑡, 𝑡0, 𝑥0, 𝒖) = 𝝓(𝑡, 𝑡0, 𝑥0, 0) + 𝝓(𝑡, 𝑡0, 0, 𝒖) = 𝜱(𝑡, 𝑡0)𝒙0 + ∫
𝑡

𝑡0

𝜱(𝑡, 𝜏)𝑩(𝜏)𝒖(𝜏)d𝜏

2.2.2 线性定常系统

由于线性定常系统的系统矩阵为定常矩阵 𝑨，则状态转移矩阵

𝜱(𝑡, 𝑡0) = 𝑰 + ∫
𝑡

𝑡0

𝑨(𝜏)d𝜏 + 1
2! [∫

𝑡

𝑡0

𝑨(𝜏)d𝜏]2 + 1
3! [∫

𝑡

𝑡0

𝑨(𝜏)d𝜏]3 + ⋯

则 e∫𝑡
𝑡0

𝑨(𝜏)d𝜏 = e𝑨(𝑡−𝑡0)

当 𝑡0 = 0 时，系统的转移矩阵为矩阵 𝑨 的矩阵指数函数 e𝑨𝑡 =
∞
∑
𝑘=0

1
𝑘!𝑨

𝑘𝑡𝑘

则线性定常系统整体响应为 𝝓(𝑡, 𝑡0, 𝑥0, 𝒖) = e𝑨(𝑡−𝑡0) + ∫
𝑡

𝑡0

e𝑨(𝑡−𝜏)𝑩𝒖(𝜏)d𝜏

2.2.3 矩阵指数函数的性质

• e𝑨𝑡|𝑡=0 = 𝑰

• d
d𝑡e𝑨𝑡 = 𝑨e𝑨𝑡 = e𝑨𝑡𝑨

• e𝑨(𝑡+𝑠) = e𝑨𝑡e𝑨𝑠

• (e𝑨𝑡)−1 = e−𝑨𝑡
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• 若 𝑨𝑩 = 𝑩𝑨，则 e(𝑨+𝑩)𝑡 = e𝑨𝑡e𝑩𝑡

• 若 𝑷 为可逆阵，且 𝑨 = 𝑷 𝑱𝑷 −1 时，则 e𝑨𝑡 = 𝑷 e𝑱𝑡𝑷 −1

2.2.4 矩阵指数函数的求解

• 基于定义用级数求解

• 基于约当（Jordan）分解

一般矩阵的约当分解为 𝑨 = 𝑷 𝑱𝑷 −1，其中 𝑱 = diag[𝑱1 𝑱2 ⋯ 𝑱𝒍]

𝑱𝑖 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝜆𝑖 1
⋱ ⋱

⋱ 1
𝜆𝑖

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

e𝑱𝑖𝑡 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 𝑡 1
2! 𝑡2 ⋯ 1

(𝑝𝑖−1)! 𝑡𝑝𝑖−1

0 1 𝑡 ⋯ 1
(𝑝𝑖−2)! 𝑡𝑝𝑖−2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 𝑡
0 0 0 ⋯ 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝑒𝜆𝑖𝑡

则 e𝑨𝑡 = 𝑷 diag[e𝑱1𝑡 e𝑱2𝑡 ⋯ e𝑱𝒍𝑡]𝑷 −1

• 利用拉氏变换法

对于 𝒙̇ = 𝑨𝒙, 𝒙(0) = 𝒙0，取拉氏变换得 𝑠𝑿(𝑠) = 𝑨𝑿(𝑠) + 𝒙(0)
得 𝑿(𝑠) = (𝑠𝑰 − 𝑨)−1𝒙(0)
进行拉式逆变换得 𝒙(𝑡) = ℒ−1[(𝑠𝑰 − 𝑨)−1𝒙(0)] = 𝜱(𝑡)𝒙(0)
于是 e𝑨𝑡 = ℒ−1[(𝑠𝑰 − 𝑨)−1]

• 利用凯莱-哈密顿（Cayley-Hamilton）定理计算

凯莱-哈密顿定理：若矩阵的特征方程为 𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑎0 = 0，则 𝑨𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑨𝑛−1 + ⋯ + 𝑎0𝑰 = 0
因此，e𝑨𝑡 = 𝛼0(𝑡)𝑰 + 𝛼1(𝑡)𝑨 + ⋯ + 𝛼𝑛−1(𝑡)𝑨𝑛−1

其中系数 𝛼𝑖(𝑡) 如下

– 当 𝑨 的特征值互异时，
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝛼0(𝑡)
𝛼1(𝑡)

⋮
𝛼𝑛−1(𝑡)

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

1 𝜆1 𝜆2
1 ⋯ 𝜆𝑛−1

1
1 𝜆2 𝜆2

2 ⋯ 𝜆𝑛−1
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝜆𝑛 𝜆2

𝑛 ⋯ 𝜆𝑛−1
𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

e𝜆1𝑡

e𝜆2𝑡

⋯
e𝜆𝑛𝑡

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

– 当 𝑨 具有重特征值但为循环阵（行向量的每个元素都是前一个行向量各元素依次右移一个位置得到
的结果），若 𝜆1 为三重特征值，𝜆2 为二重特征值

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝛼0(𝑡)
𝛼1(𝑡)
𝛼2(𝑡)
𝛼3(𝑡)
𝛼4(𝑡)
𝛼5(𝑡)

⋮
𝛼𝑛−1(𝑡)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1 3𝜆1 ⋯ (𝑛−1)(𝑛−2)
2! 𝜆𝑛−3

1
0 1 2𝜆1 3𝜆2

1 ⋯ 𝑛−1
1! 𝜆𝑛−2

1
1 𝜆1 𝜆2

1 𝜆3
1 ⋯ 𝜆𝑛−1

1
0 1 2𝜆2 3𝜆2

2 ⋯ 𝑛−1
1! 𝜆𝑛−2

2
1 𝜆2 𝜆2

2 𝜆3
2 ⋯ 𝜆𝑛−1

2
1 𝜆3 𝜆2

3 𝜆3
3 ⋯ 𝜆𝑛−1

3
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝜆𝑛−3 𝜆2

𝑛−3 𝜆3
𝑛−3 ⋯ 𝜆𝑛−1

𝑛−3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2! 𝑡2e𝜆1𝑡

1
1! 𝑡e𝜆1𝑡

e𝜆1𝑡

1
1! 𝑡e𝜆2𝑡

e𝜆2𝑡

e𝜆3𝑡

⋮
e𝜆𝑛−3𝑡

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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2.3 离散系统状态空间时域分析

• 迭代法：𝒙(𝑘) = 𝑮𝑛𝒙0 +
𝑘−1
∑
𝑖=0

𝑮𝑖𝑯𝒖(𝑘 − 𝑖 − 1)

矩阵形式为：

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒙(1)
𝒙(2)

⋮
𝒙(𝑘)

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑮
𝑮2

⋮
𝑮𝑘

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

𝒙0 +
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑯 0 ⋯ 0
𝑮𝑯 𝑯 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑮𝒌−1𝑯 𝑮𝒌−2𝑯 ⋯ 𝑯

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒖(0)
𝒖(1)

⋮
𝒖(𝑘 − 1)

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

状态转移矩阵 𝜱(𝑘) = 𝑮𝑘

– 𝜱(𝑘 + 1) = 𝑮𝜱(𝑘)
– 𝜱(𝑘 − 𝑙) = 𝜱(𝑘 − 𝑚)𝜱(𝑚 − 𝑙)
– 𝜱−1(𝑘) = 𝜱(−𝑘)

• Z 变换法：对 𝒙(𝑘 + 1) = 𝑮(𝑘)𝒙(𝑘) + 𝑯𝒖(𝑘) 两边取 Z 变换得

𝑧𝑿(𝑧) − 𝑧𝑿(0) = 𝑮𝑿(𝑧) + 𝑯𝒖(𝑧)

则 𝑿(𝑧) = (𝑧𝑰𝑛 − 𝑮)−1𝑧𝑿(0) + (𝑧𝑰𝑛 − 𝑮)−1𝑯𝒖(𝑧)

反 Z 变换得 𝑥(𝑘) = 𝒵−1[(𝑧𝑰𝑛 − 𝑮)−1𝑧𝑿(0)] + 𝒵−1[(𝑧𝑰𝑛 − 𝑮)−1𝑯𝒖(𝑧)]
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3 系统的能控性和能观性

3.1 能控性及判定

3.1.1 连续系统能控性的定义

系统输入 𝒖(𝑡) 控制状态向量 𝒙(𝑡) 的能力。
能控状态

如果对取定初始时刻 𝑡0 的状态 𝒙̄，存在一时刻 𝑡1 ⩾ 𝑡0 和一个无约束的容许控制 𝒖(𝑡)，使得在这个控制作
用下系统由 𝒙̄ 触发的运动轨线经过时间 𝑡1 − 𝑡0 后转移到 𝒙(𝑡1) = 0，则称 𝒙̄ 为系统的一个能控状态。
如果状态空间中的所有非零状态都是在 𝑡0 时刻的能控状态，则称此系统在 𝑡0 时刻完全能控。

如果对于任意 𝑡0 ∈ [𝑇1, 𝑇2]，系统均是在 𝑡0 时刻为能控的，则称系统在区间 [𝑇1, 𝑇2] 上是完全能控的。
能达状态

如果对取定初始时刻 𝑡0 的零初始状态 𝒙(𝑡0) = 0，存在一时刻 𝑡1 ⩾ 𝑡0 和一个无约束的容许控制 𝒖(𝑡)，使
得在这个控制作用下系统由 𝒙0 触发的运动轨线经过时间 𝑡1 − 𝑡0 后转移到 𝒙̄，则称 𝒙̄ 为系统的一个能达状态。

如果 𝒙̄ 对于任意 𝑡0 ∈ [𝑇1, 𝑇2] 均为能达的，则称系统在区间 [𝑇1, 𝑇2] 上是完全能达的或一致能达的。
如果状态空间中的所有非零状态都是在 𝑡0 时刻的能达状态，则称此系统在 𝑡0 时刻完全能达。

能控状态和能达状态的关系

能控状态与控制之间的表达式：𝒙+ = − ∫𝑡𝑓
𝑡0

𝜱(𝑡0, 𝜏)𝑩(𝜏)𝒖(𝜏)d𝜏
能达状态与控制之间的表达式：𝒙̄ = ∫𝑡𝑓

𝑡0
𝜱(𝑡𝑓 , 𝜏)𝑩(𝜏)𝒖(𝜏)d𝜏 = −𝜱(𝑡𝑓 , 𝑡0)𝒙+

这说明能控状态 𝒙+ 和能达状态 𝒙̄ 之间是非奇异的线性变换关系。状态空间的任意一个能控状态必有一个
能达状态与之对应，反之亦然。

3.1.2 线性连续定常系统能控性的判据

1. 格拉姆（Gram）矩阵判据：存在 𝑡1 > 0 使得 Gram 矩阵

𝑾𝑐(0, 𝑡1) = ∫
𝑡1

0
e−𝑨𝑡𝑩𝑩𝑻 e−𝑨𝑻 𝑡d𝑡

为非奇异的。

2. 能控性矩阵判据：rank𝑸𝑐 = rank[𝑩 𝑨𝑩 ⋯ 𝑨𝒏−1𝑩] = 𝑛

3. PBH 秩判据：对系统矩阵 𝑨 的所有特征值 𝜆𝑖 满足 rank[𝜆𝑖𝑰 − 𝑨 𝑩] = rank[𝑠𝑰 − 𝑨 𝑩] = 𝑛

4. 约当（Jordan）标准型判据：

• 当特征值两两相异时，对角规范型 ̇𝒙̄ = diag[𝜆𝑖 𝜆2 ⋯ 𝜆𝑛]𝒙̄ + 𝑩̄𝒖，𝑩̄ 不包含全为零的列。

• 当特征值存在重数时，𝑨 = diag[𝑱𝒍1 𝑱𝒍2 ⋯ 𝑱𝒍𝒒𝒍
], 𝑩 =

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒃𝒍1
𝒃𝒍2
⋮

𝒃𝒍𝒒𝒍

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

，分块矩阵 𝒃𝑖𝑞𝑖
最后一行线性无关

3.1.3 线性连续时变系统能控性的判据

1. 格拉姆（Gram）矩阵判据：存在 𝑡1 > 0 使得 Gram 矩阵

𝑾𝑐(𝑡1, 𝑡0) = ∫
𝑡1

𝑡0

𝜱(𝑡1, 𝜏)𝑩(𝜏)𝑩𝑻 (𝜏)𝜱𝑇 (𝑡1, 𝜏)d𝜏
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是正定的。

2. 能控性矩阵判据：（充分条件）假设系统 𝑨(𝑡) 和 𝑩(𝑡) 的每个元素是 n-2 和 n-1 次连续可微的矩阵函
数，记 𝑩1(𝑡) = 𝑩(𝑡)，𝑩𝑖(𝑡) = −𝑨(𝑡)𝑩𝑖−1(𝑡) + 𝑩̇𝑖−1(𝑡)，若存在某个时刻 𝑡1 > 𝑡0，使得 rank𝑸𝑐(𝑡1) =
rank[𝐵1(𝑡) 𝐵2(𝑡) ⋯ 𝐵𝑛(𝑡)] = 𝑛

3. 基于状态转移矩阵的判据：存在某个时刻 𝑡1 > 𝑡0，使得矩阵 𝜱(𝑡1, 𝜏)𝑩(𝜏) 在 [𝑡0, 𝑡1] 上行线性独立，即对
任意 n 维非零向量 𝒛，都有 𝒛𝑇 𝜱(𝑡1, 𝜏)𝑩(𝜏) ≠ 0

3.1.4 输出能控性

描述了控制输入 𝒖(𝑡) 对输出量 𝒚(𝑡) 的支配能力。
任选控制输入 𝒖(𝑡) 使得输出 𝒚(𝑡) = 𝑪e𝑨𝑡𝒙0 + 𝑪 ∫𝑡

0 e𝑨(𝑡−𝜏)𝑩𝒖(𝜏)d𝜏 + 𝑫𝒖(𝑡)
输出能控性判据：

• 基本判据：𝑚 × 𝑙 时变矩阵 𝑪e𝑨𝑡𝑩 + 𝑫 的 m 个行彼此线性无关。

• 复频域判据：控制 𝒖 到输出 𝒚 的传递函数矩阵 𝑫 + 𝑪(𝑠𝑰 − 𝑨)−1𝑩 的 m 个行彼此是线性无关的。

• 代数判据：输出可控性矩阵 rank𝑷 = rank[𝑪𝑩 𝑪𝑨𝑩 ⋯ 𝑪𝑨𝒏−1𝑩 𝑫] = 𝑚。

3.1.5 线性离散系统能控性

若对于初始时刻 ℎ ∈ 𝐽𝑘 和状态空间所有非零状态 𝒙0，都存在时刻 𝑙 ∈ 𝐽𝑘 和控制 𝒖(𝑘)，使得系统第 𝑙 步状
态为零 𝒙(𝑙) = 0，则称系统在时刻 ℎ 完全能控。
若对于初始时刻 ℎ ∈ 𝐽𝑘 和状态空间所有非零状态 𝒙0，都存在时刻 𝑙 ∈ 𝐽𝑘 和控制 𝒖(𝑘)，使得系统状态 𝒙(𝑙)

可微状态空间中任意非零状态，则称系统在时刻 ℎ 完全能达。
对于离散系统，可达性矩阵 rank𝑸𝑐 = rank[𝑯 𝑮𝑯 ⋯ 𝑮𝒌−1𝑯] = 𝑛 是 (𝑮, 𝑯) 完全能达的充要条件，

是完全能控的充分条件。当 det 𝑸𝑐 ≠ 0 时，系统能达性和能控性等价。
线性离散系统能控性和能达性等价的充要条件是 𝑮(𝑘) 对所有 𝑘 ∈ [ℎ, 𝑙 − 1] 非奇异。如果线性离散系统是

连续时间系统离散化得到的，则能控性和能达性必定等价。

线性定常系统能控性充要条件：rank𝑸𝑐 = rank[𝑯 𝑮𝑯 ⋯ 𝑮𝒌−1𝑯] = 𝑛。

3.2 能观性及判定

3.2.1 能观性的定义

能观性是指输出量 𝒚(𝑡) 反映状态向量 𝒙(𝑡) 的能力。
如果对初始时刻 𝑡0 的一个非零的初始状态 𝒙0，存在一时刻 𝑡1 > 𝑡0，使得区间 [𝑡0, 𝑡1] 上的系统输出 𝒚(𝑡)

可以唯一决定系统的初始状态 𝒙0，则称状态 𝒙0 在时间 𝑡0 是能观测的。

如果状态空间中的所有状态 𝒙0 都是在 𝑡0 时刻能观测的，则称此系统在 𝑡0 时刻是完全能观测的。

如果对于任意 𝑡0 ∈ [𝑇1, 𝑇2]，系统均是在 𝑡0 时刻为能观测的，则称系统在区间 [𝑇1, 𝑇2] 上是完全能观测的。
取定初始时刻 𝑡0，如果空间中存在至少一个非零状态是不可观测的，则称在 𝑡0 时刻是不完全能观测的。
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3.2.2 对偶原理

Σ ∶
⎧{
⎨{⎩

𝒙̇ = 𝑨𝒙 + 𝑩𝒖
𝒚 = 𝑪𝒙

Σ∗ ∶
⎧{
⎨{⎩

̇𝒙∗ = −𝑨𝑻 𝒙∗ + 𝑪𝑻 𝒗
𝒛 = 𝑩𝑻 𝒙∗

则称系统 Σ∗ 为系统 Σ 的对偶系统，对偶系统的状态向量 𝒙∗(𝑡) 称为原系统状态向量 𝒙 的协状态。
系统 Σ 的状态转移矩阵和它的对偶系统 Σ∗ 的状态转移矩阵互为转置逆的关系。

对偶原理：线性系统 Σ 的能控性（能观性）与线性系统 Σ∗ 的能观性（能控性）等价。

3.2.3 线性连续定常系统能观性判据

1. 格拉姆（Gram）矩阵判据：存在 𝑡1 > 0 使得 Gram 矩阵

𝑾𝑜(0, 𝑡1) = ∫
𝑡1

0
e𝑨𝑇 𝑡𝑪𝑻 𝑪e𝑨𝑡d𝑡

为非奇异的。

2. 能观性矩阵判据：rank𝑸𝑜 = rank
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑪
𝑪𝑨

⋮
𝑪𝑨𝑛−1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

= 𝑛

3. PBH 秩判据：𝑨 没有与 𝑪 的所有行相正交的非零右特征向量。对系统矩阵 𝑨 的所有特征值 𝜆𝑖，满足

𝑨𝜶 = 𝜆𝑖𝜶, 𝑪𝜶 = 0 的特征向量 𝜶 ≡ 0

4. 约当（Jordan）标准型判据：

• 当特征值两两相异时，对角规范型 ̇𝒙̄ = diag[𝜆𝑖 𝜆2 ⋯ 𝜆𝑛]𝒙̄𝒚 = ̄𝑪𝒙̄， ̄𝑪 不包含元素全为零的列。

• 当特征值存在重数时，𝑨 = diag[𝑱𝒍1 𝑱𝒍2 ⋯ 𝑱𝒍𝒒𝒍
], 𝑪 =

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒄𝒍1
𝒄𝒍2
⋮

𝒄𝒍𝒒𝒍

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

，分块矩阵 𝒄𝑖𝑞𝑖
第一列线性无关。

3.2.4 线性连续时变系统能观性判据

1. 格拉姆（Gram）矩阵判据：存在 𝑡1 > 𝑡0 使得 Gram 矩阵

𝑾𝑜(𝑡1, 𝑡0) = ∫
𝑡1

𝑡0

𝜱𝑇 (𝜏, 𝑡0)𝑪𝑇 (𝜏)𝑪(𝜏)𝜱(𝜏, 𝑡0)d𝜏

是正定的。

2. 能观性矩阵判据：（充分条件）假设系统 𝑨(𝑡) 和 𝑪(𝑡) 的每个元素是 n-2 和 n-1 次连续可微的矩阵函
数，记 𝑪1(𝑡) = 𝑪(𝑡)，𝑪𝑖(𝑡) = 𝑪𝑖−1(𝑡)𝑨(𝑡) + 𝑪𝑖−1(𝑡)，若存在某个时刻 𝑡1 > 𝑡0 使得 rank𝑸𝑜(𝑡1) =
rank[𝐶𝑇

1 (𝑡) 𝐶𝑇
2 (𝑡) ⋯ 𝐶𝑇

𝑛 (𝑡)] = 𝑛

3. 基于状态转移矩阵的判据：存在某个时刻 𝑡1 > 𝑡0，使得矩阵 𝑪(𝜏)𝜱(𝜏, 𝑡1) 在 [𝑡0, 𝑡1] 上列线性独立，即使
得对任意 n 维非零向量 𝒛，都有 𝑪(𝜏)𝜱(𝜏, 𝑡1)𝒛 ≠ 0
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3.2.5 线性离散系统的能观性

若对于初始时刻 ℎ ∈ 𝐽𝑘 和状态空间任一非零状态 𝒙0，都存在时刻 𝑙 ∈ 𝐽𝑘，可由 [ℎ, 𝑙] 上的输出 𝑦(𝑘) 唯一
确定 𝒙0，则称系统在时刻 ℎ 完全能观。

线性定常系统完全能观的充要条件：rank𝑸𝑜 = rank
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑪
𝑪𝑮

⋮
𝑪𝑮𝑛−1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

= 𝑛

3.3 能控规范型和能观规范型

3.3.1 能控规范型

引入线性非奇异变换 𝒙̄ = 𝑷 𝒙, 𝑷 = 𝑸−1
𝑐 ，导出第一能控规范型

⎧{
⎨{⎩

̇𝒙̂ = 𝑨𝒄𝒙̂ + 𝒃𝒄𝒖
𝒚 = 𝒄𝒄𝒙̂

其中,

𝑨𝒄 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

0 ⋯ 0 −𝛼0
1 ⋯ 0 −𝛼1
⋯ ⋯ ⋯
0 ⋯ 1 −𝛼𝑛−1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

, 𝒃𝒄 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

1
0
⋮
0

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

𝒄𝒄 = 𝒄𝑸𝒄 = [𝒄𝒃 𝒄𝑨𝒃 ⋯ 𝒄𝑨𝒏−1𝒃]

定义

𝑷 = [𝑨𝒏−1𝒃 ⋯ 𝑨𝒃 𝒃]
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

1
𝛼𝑛−1 ⋱

⋮ ⋱ ⋱
𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛−1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

则在线性非奇异变换将系统转化为第二能控规范型

⎧{
⎨{⎩

̇𝒙̂ = 𝑨𝒄𝒙̂ + 𝒃𝒄𝒖
𝒚 = 𝒄𝒄𝒙̂

其中,

𝑨𝒄 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1

−𝛼0 −𝛼1 ⋯ −𝛼𝑛−1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

, 𝒃𝒄 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

0
0
⋮
1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

𝒄𝒄 = 𝒄𝑷 = [𝛽0 𝛽1 ⋯ 𝛽𝑛−1]

𝑊(𝑠) = 𝒄𝒄(𝑠𝑰 − 𝑨𝒄)−1𝒃𝒄 = 𝛽𝑛−1𝑠𝑛−1 + 𝛽𝑛−2𝑠𝑛−2 + ⋯ + 𝛽0
𝑠𝑛 + 𝛼𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝛼0

3.3.2 能观规范型

第一能观规范型
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⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

̇𝒙̃ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1

−𝛼0 −𝛼1 ⋯ −𝛼𝑛−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒙̃ +

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝛽0

𝛽1

⋮
𝛽𝑛−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒖

𝒚 = [1 0 ⋯ 0]𝒙̃

第二能观规范型

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

̇𝒙̃ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 ⋯ 0 −𝛼0

1 ⋯ 0 −𝛼1

⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 1 −𝛼𝑛−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒙̃ +

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝛽0

𝛽1

⋮
𝛽𝑛−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒖

𝒚 = [0 ⋯ 0 1]𝒙̃

3.4 系统结构分解

系统通过代数等价变换，将状态变量分解成四个部分：可控可观部分 𝒙̄𝑐𝑜、可控不可观部分 𝒙̄𝑐 ̄𝑜、不可控可

观部分 𝒙̄ ̄𝑐𝑜 和不可控不可观部分 𝒙̄ ̄𝑐 ̄𝑜。这样系统可以分为相应的四个子系统，称为系统的结构变换或者规范分

解。

对于线性定常系统 (𝑨, 𝑩, 𝑪) 经过线性非奇异变换可变换为 ( ̄𝑨, 𝑩̄, ̄𝑪)，且 ̄𝑨 = 𝑷 𝑨𝑷 −1, 𝑩̄ = 𝑷 𝑩, ̄𝑪 =
𝑪𝑷 −1 则必有 rank𝑸𝑐 = rank𝑸̄𝑐, rank𝑸𝑜 = rank𝑸̄𝑜
若连续系统能控或能观，𝜆𝑖 为 𝑨 的特征值，且 𝜆𝑖 ≠ 𝜆𝑗, 𝑖 ≠ 𝑗，则时间离散化系统保持能控或能观的充分

条件是：对一切满足 Re|𝜆𝑖𝜆𝑗| = 0 的特征值，有 𝑇 ≠ 2𝑙𝜋
Im(𝜆𝑖 − 𝜆𝑗)

, 𝑙 = ±1, ±2, ⋯

3.4.1 能控性结构分解

求出能控性矩阵的秩 rank𝑸𝑐 = [𝑩 𝑨𝑩 ⋯ 𝑨𝒏−1𝑩] = 𝑘，在能控性矩阵中任意选择 k 个线性无关的
列向量 𝒒1, 𝒒2, ⋯ , 𝒒𝒌，再在 ℝ𝑛 中任意选取 n-k 个列向量 𝒒𝒌+1, ⋯ , 𝒒𝒏，使得矩阵 [𝒒1 ⋯ 𝒒𝒌 ⋯ 𝒒𝒏] 是可逆
的。令 𝑷 −1 = 𝑸 即可。

[
̇𝒙̂𝑐
̇𝒙̂ ̄𝑐
] = [

̂𝑨𝑐 ̂𝑨12
0 ̂𝑨 ̄𝑐

] [𝒙̂𝑐
𝒙̂ ̄𝑐

] + [𝑩̂𝑐
0

] 𝒖
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3.4.2 能观性结构分解

求出能观性矩阵的秩 rank𝑸𝑜 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑪
𝑪𝑨

⋮
𝑪𝑨𝒏−1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

= 𝑙，任意选择 l 个线性无关的行向量 𝒉1, 𝒉2, ⋯ , 𝒉𝒍，再在 ℝ𝑛

中任意选取 n-l 个行向量 𝒉𝒌+1, ⋯ , 𝒉𝒏，使得矩阵 𝑭 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒉1
𝒉2
⋮

𝒉𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

是可逆的。

[
̇𝒙̂𝑜
̇𝒙̂ ̄𝑜
] = [

̂𝑨𝑜 0
̂𝑨21 ̂𝑨 ̄𝑜

] [𝒙̂𝑜
𝒙̂ ̂𝑜

] + [𝑩̂𝑜
𝑩̂ ̄𝑜

] 𝒖

3.4.3 规范分解

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒙̇𝑐𝑜
𝒙̇𝑐 ̄𝑜
𝒙̇ ̄𝑐𝑜
𝒙̇ ̄𝑐 ̄𝑜

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

̃𝑨𝑐𝑜 0 ̃𝑨13 0
̃𝑨21 ̃𝑨𝑐 ̄𝑜 ̃𝑨23 ̃𝑨24
0 0 ̃𝑨 ̄𝑐𝑜 0
0 0 ̃𝑨43 ̃𝑨 ̄𝑐 ̄𝑜

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒙𝑐𝑜
𝒙𝑐 ̄𝑜
𝒙 ̄𝑐𝑜
𝒙 ̄𝑐 ̄𝑜

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

+
⎡
⎢⎢
⎣

𝑩̃𝑐𝑜
0
0

⎤
⎥⎥
⎦

𝒖

𝑦 = [ ̃𝑪𝑐𝑜 0 ̃𝑪 ̄𝑐𝑜 0]𝒙

图 3.1: 系统结构规范分解
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4 系统的运动稳定性

4.1 李雅普诺夫（Lyapunov）稳定性的定义

设原点为系统的平衡点，则 ∀𝜀 > 0, ∃𝛿(𝜀, 𝑡0) > 0，使得当 ‖𝒙0‖ ⩽ 𝛿(𝜀, 𝑡0)，有 ‖𝒙(𝑡, 𝑡0, 𝒙0)‖ ⩽ 𝜀, ∀𝑡 ⩾ 𝑡0，称

系统在零平衡点是 Lyapunov 稳定的。当 𝛿(𝑡0, 𝜀) = 𝛿(𝜀)，是 Lyapunov 一致稳定的。
∃𝛿(𝑡0) > 0，当 ‖𝒙0‖ ⩽ 𝛿(𝑡0) 时，∃𝑇 (𝜀, 𝑡0, 𝒙0)，对于 ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 + 𝑇 (𝜀, 𝑡0, 𝒙0) 有 ‖𝒙(𝑡, 𝑡0, 𝒙0)‖ ⩽ 𝜀，则称系统

的零平衡点是吸引的，吸引域为 {𝒙 ∈ ℝ𝑛|‖𝒙‖ ⩽ 𝛿(𝑡0)}。若 𝑇 (𝜀, 𝑡0, 𝒙0) = 𝑇 (𝜀)，是一致吸引的。若 𝛿(𝑡0) 可以
任意大，则称吸引、一致吸引为全局吸引、全局一致吸引。

若系统的零平衡点是稳定的且为（全局）吸引的，称系统的解对于零平衡点为（全局）渐近稳定的。若系统

的零平衡点是一致稳定的且（全局）一致吸引的（且方程的解是一致有界的），称为系统对零平衡点是（全局）

一致渐近稳定的。

如果 ∀𝜀 > 0, ∃𝛿(𝜀) > 0, ∃𝜆 > 0，当 ‖𝒙0‖ < 𝛿 时，有 ‖𝒙(𝑡, 𝑡0, 𝒙0)‖ < 𝜀‖𝒙0‖e−𝜆(𝑡−𝑡0)，则称零平衡点是指数

稳定的。若 ∃𝑘(𝛿) > 0，有 ‖𝒙(𝑡, 𝑡0, 𝒙0)‖ < 𝑘(𝛿)‖𝒙0‖e−𝜆(𝑡−𝑡0)，则是全局指数稳定的。

4.2 矩阵正定性相关概念

若 ∀𝑁 > 0, ∃𝑅 > 0，使得 ‖𝒙‖ > 𝑅, 𝑉 (𝒙) > 𝑁，即 lim
‖𝒙‖→∞

𝑉 (𝒙) = ∞，称 𝑉 (𝒙) 为（径向）无限大的。
存在无限大性质的正定函数 𝑊(𝒙)，使得 𝑉 (𝑡, 𝒙) ⩾ 𝑊(𝒙)（𝑉 (𝑡, 𝒙) ⩽ −𝑊(𝒙)）成立且 𝑉 (𝑡, 0) = 0，则称

连续函数 𝑉 (𝑡, 𝒙) 具有无限大性质。
若存在正定函数 𝑊1(𝒙) 使得 |𝑉 (𝑡, 𝒙) ⩽ 𝑊1(𝒙)，则称 𝑉 (𝑡, 𝒙) 具有渐减性质或者有无穷小上界。
函数 Φ ∈ 𝐶[ℝ+, ℝ+] 是连续的严格单调上升的函数且有 Φ(0) = 0，称 Φ 是 K 类函数，记为 Φ ∈ 𝐾。若

lim
𝑟→∞

Φ(𝑟) = +∞，称 Φ 为径向无界 K 类函数，记为 Φ ∈ 𝐾𝑅 或 Φ ∈ 𝐾∞
对于 ‖𝒙‖ ⩽ 𝑅上给定的正定连续函数𝑊(𝒙)，必定存在两函数 Φ1, Φ2 ∈ 𝐾，使得 Φ1(‖𝒙‖) ⩽ 𝑊(𝒙) ⩽ Φ2(‖𝒙‖)
对于 ℝ𝑛 上给定的无限大正定函数𝑊(𝒙)，必定存在两函数 Φ1, Φ2 ∈ 𝐾𝑅，使得 Φ1(‖𝒙‖) ⩽ 𝑊(𝒙) ⩽ Φ2(‖𝒙‖)
设 Φ, 𝜓 ∈ 𝐾[𝐾𝑅]，存在常数 𝑘1, 𝑘2 > 0，使得 𝑘1Φ‖𝒙‖ ⩽ 𝜓(‖𝒙‖) ⩽ 𝑘2Φ‖𝒙‖，则称 Φ, 𝜓 具有局部同级增势

[全局同级增势]。
𝑸(𝑡) 为分段连续的实对称矩阵函数，∃𝑀 > 0, ‖𝑸(𝑡)‖ ⩽ 𝑀 或 𝑸(𝑡) ⩽ 𝑀𝑰，则称 𝑸(𝑡) 是一致有界的。

∃𝑚 > 0, ∀𝒙 ∈ ℝ𝑛, 𝒙𝑻 𝑸𝒙 ⩾ 𝑚‖𝒙‖2，则称 𝑸(𝑡) 是一致正定的。

4.3 李雅普诺夫（Lyapunov）稳定性定理

4.3.1 稳定性定理

对于自治系统，𝒙 = 0是系统的平衡点，𝑉 是包含原点的邻域 Ω上的连续可微的正定函数，若有 ̇𝑉 (𝒙) ⩽ 0，
则 𝒙 = 0 是 Lyapunov 稳定的。若有 ̇𝑉 (𝒙) < 0，则 𝒙 = 0 是 Lyapunov 渐进稳定的。若 𝑉 (𝒙) 具有无限大性
质，则 𝒙 = 0 是全局渐进稳定的。
克拉索夫斯基（Krasovskii）定理：若除零轨线 𝒙 = 0 外，没有系统的非零轨线完全包含在 𝑆 = {𝒙 ∈

Ω| ̇𝑉 (𝒙) = 0} 中，则原点是渐进稳定的。
对于非自治系统，𝒙 = 0是系统的平衡点，𝑉 是包含原点的邻域 Ω上的连续可微的正定函数，若 ̇𝑉 (𝒙) ⩽ 0，

则 𝒙 = 0 是 Lyapunov 稳定的。若 𝑉 (𝑡, 𝒙) 是渐减的，则系统平凡解是一致稳定的。若 𝑉 (𝑡, 𝒙) 是渐减的连续正
定函数，则系统零解是一致渐进稳定的。

对于离散系统，若 𝑉 [𝒙(𝑘)] 正定，Δ𝑉 [𝒙(𝑘)] 负半定，且对于任意非零初态的解轨线 Δ𝑉 [𝒙(𝑘)] 不恒为零，
当 ‖𝒙(𝑘)‖ → ∞ 时 𝑉 [𝒙(𝑘)] → ∞，则 𝒙 = 0 为大范围渐进稳定。
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4.3.2 不稳定性定理

对于自治系统，在原点的 Ω 邻域内，若存在连续可微函数 𝑉 (𝒙)，在 Ω1 ⊂ Ω 内部正定且边界上 𝑉 (𝒙) = 0，
且 ̇𝑉 (𝒙) > 0，则平衡点 𝒙 = 0 不稳定。
对于非自治系统，在原点的 Ω 邻域内，存在开集 Ω1 ⊆ 𝐵𝑟 = {𝒙|‖𝒙‖ ⩽ 𝑟} ⊂ Ω 和 K 类函数 𝛾，存在渐减

连续可微函数 𝑉 (𝑡, 𝒙) 在 Ω1 内正定且边界上 𝑉 (𝑡, 𝒙) = 0，且 ̇𝑉 (𝒙) > 0，𝑉 (𝑡, 0) = 0，则平衡点 𝒙 = 0 不稳定。

4.3.3 指数稳定判据

若存在 𝑉 (𝑡, 𝒙) 满足 ‖𝒙‖ ⩽ 𝑉 (𝑡, 𝒙) ⩽ 𝐾(𝛼)‖𝒙‖, 𝑥 ∈ 𝑆𝑎 = {𝒙 ∶ ‖𝒙‖ ⩽ 𝛼}, ̇𝑉 ⩽ −𝑐𝑉 (𝑡, 𝒙)，则零解指数稳定。
若存在 𝑉 (𝑡) ∈ 𝐶[𝐼 × 𝑆𝑎, 𝑅]，及与 ‖𝒙‖𝜆 具有局部（全局）同级增势的 Φ1, Φ2, 𝜓 ∈ 𝐾，使得 Φ1(‖𝒙‖) ⩽

𝑉 (𝑡, 𝒙) ⩽ Φ2(‖𝒙‖) 且 ̇𝑉 ⩽ −𝜓(‖𝒙‖)，则零解（全局）指数稳定。

4.4 线性系统稳定性判定

如果系统的零平衡点稳定，则其他一切平衡点亦稳定。如果零解为渐近稳定的，则必为全局渐近稳定的。

（一致）稳定的充要条件是 𝜱(𝑡, 𝑡0) 在 [𝑡0, ∞) 上（一致）有界。
渐近稳定的充要条件是 lim

𝑡→∞
‖𝜱(𝑡, 𝑡0)‖ = 0。

一致渐近稳定的充要条件是 ∃𝑘1, 𝑘2, ‖𝜱(𝑡, 𝑡0)‖ ⩽ 𝑘1e−𝑘2(𝑡−𝑡0), ∀𝑡 ⩾ 𝑡0。

如果系统是一致渐近稳定的，则 𝑷 (𝑡) = ∫∞
𝑡 𝜱𝑻 (𝜏, 𝑡)𝑸(𝜏)𝜱(𝜏, 𝑡)d𝜏 对任意 𝑡 > 0 收敛，且 𝑷 (𝑡) 为矩阵微

分方程（Lyapunov 方程）− ̇𝑷 (𝑡) = 𝑷 (𝑡)𝑨(𝑡) + 𝑨𝑻 (𝑡)𝑷 (𝑡) + 𝑸(𝑡), ∀𝑡 ⩾ 𝑡0 的唯一解。

设 𝑨(𝑡) 为 [𝑡0, ∞) 上的一致有界分段连续矩阵，且 𝜆[𝑨𝑻 (𝑡) + 𝑨(𝑡)] < −𝛿 < 0，则系统一致渐进稳定。
Lyapunov 第一法
线性连续定常系统 𝒙̇ = 𝑨𝒙 稳定的充要条件是矩阵 𝑨 的所有特征值都具有非正实部，且具有零实部的特

征值为其最小多项式的单根。

线性连续定常系统 𝒙̇ = 𝑨𝒙 渐近稳定的充要条件是矩阵 𝑨 所有特征值均有负实部，或对任意给定的正定
对称矩阵 𝑸，存在正定对称矩阵 𝑷 满足 Lyapunov 矩阵方程 𝑨𝑻 𝑷 + 𝑷 𝑨 = −𝑸。

线性离散定常系统 𝒙(𝑘 + 1) = 𝑮𝒙(𝑘) 稳定的充要条件是矩阵 𝑮 的所有特征根都位于单位圆内，且位于单
位圆上的特征值为最小多项式的单根。

线性离散定常系统 𝒙(𝑘 + 1) = 𝑮𝒙(𝑘) 渐进稳定的充要条件是矩阵 𝑮 所有特征值均位于单位圆内，或对任
意给定的正定对称矩阵 𝑸，存在正定对称矩阵 𝑷 满足离散型 Lyapunov 矩阵方程 𝑮𝑻 𝑷 𝑮 − 𝑷 = −𝑸。

4.5 构造 Lyapunov 函数的方法

• 克拉索夫斯基（Krasovskii）方法：令 ̂𝑭 (𝒙) = 𝑭 𝑻 (𝑥) + 𝑭 (𝒙)，其中 𝑭 (𝑥) 是雅可比（Jacobi）矩阵，若其
为负定的，则零平衡点是渐近稳定的，如果 ‖𝒙‖ → ∞ 时，Lyapunov 函数 𝑉 (𝒙) = 𝒇𝑻 (𝒙)𝒇(𝒙) → ∞，则
零平衡点是大范围渐近稳定的。

• 变量梯度法： ̇𝑉 (𝒙) = ∇𝑉 𝑇 𝒙̇，则 𝑉 (𝒙) = ∫
𝑥

0
∇𝑉 𝑇 d𝑥，梯度必须满足广义旋度方程，即 𝜕∇𝑉𝑖

𝜕𝑥𝑗
= 𝜕∇𝑉𝑗

𝜕𝑥𝑖

实际应用时通常设

∇𝑉 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛

⋮
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦
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5 线性定常系统的状态空间综合

5.1 线性系统的常规控制率

对于线性定常系统
⎧{
⎨{⎩

𝒙̇ = 𝑨𝒙 + 𝑩𝒖 + 𝑬𝒅
𝒚 = 𝑪𝒙 + 𝑫𝒖

其中 𝒅 是干扰信号，𝑬 是干扰输入矩阵。

5.1.1 状态反馈控制律（直接状态反馈）

𝒖 = 𝑲𝒙 + 𝑮𝒗，其中 𝑲 状态反馈增益矩阵，𝒗 为外部输入信号，𝑮 为外部输入矩阵
此时闭环系统为

⎧{
⎨{⎩

𝒙̇ = 𝑨𝒄𝒙 + 𝑩𝒄𝒗 + 𝑬𝒅
𝒚 = 𝑪𝒄𝒙 + 𝑫𝒄𝒗

其中 𝑨𝒄 = 𝑨 + 𝑩𝑲, 𝑩𝒄 = 𝑩𝑮, 𝑪𝒄 = 𝑪 + 𝑫𝑲, 𝑫𝒄 = 𝑫𝑮

图 5.1: 𝑫 = 0 时状态控制反馈的方块图

若输入和输出向量维数相同，且 𝑮 非奇异，则状态反馈保持系统的输入解耦零点，保持系统能控性不变，
但可能改变能观性。

5.1.2 输出反馈控制律

𝒖 = 𝑲𝒚 + 𝑮𝒗 = 𝑲𝑪𝒙 + 𝑮𝒗，其中 𝑲 为输出反馈增益矩阵，实际上为一种特殊的状态反馈控制律。

若输入和输出向量维数相同，且 𝑮 非奇异，则状态反馈保持系统的输入解耦零点和输出解耦零点，保持系
统能控性和能观性不变。

5.1.3 输出动态补偿器

⎧{
⎨{⎩

̇𝒛 = 𝑭 𝒛 + 𝑯𝒚 + 𝑳𝒗
𝒚 = 𝑵𝒛 + 𝑴𝒚 + 𝑮𝒗

其中 𝑭 , 𝑯, 𝑳, 𝑵, 𝑴, 𝑮 适当维数的参数矩阵，𝒗 为外部输入信号，𝒛 ∈ ℝ𝑞 为状态向量，𝑞 为动态补偿器的阶
数，𝑞 = 0 时不存在动态环节，退化为静态输出反馈控制。
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此时闭环系统为
⎧{
⎨{⎩

𝒙̇ = 𝑨𝒄𝑿 + 𝑩𝒄𝒗
𝒚 = 𝑪𝒄𝑿

其中 𝑿 = [𝒙
𝒛

] , 𝑨𝒄 = [𝑨 + 𝑩𝑴𝑪 𝑩𝑵
𝑯𝑪 𝑭

] , 𝑩𝒄 = [𝑩𝑮
𝑳

] , 𝑪𝒄 = [𝑪 0]

图 5.2: 𝑫 = 0 时动态补偿器的方块图

5.2 极点配置

通过选定反馈增益矩阵，将闭环系统的极点恰好配置在复平面中所期望的位置，从而达到一定的性能指标

的要求。

对于单输入系统 𝒙̇ = 𝑨𝒙 + 𝒃𝑢 一组期望的闭环特征值 {𝜆∗
𝑖}，确定 1 × 𝑛 的反馈增益矩阵 𝒌，通过状态反

馈 𝒖 = 𝒌𝒙 + 𝑣 使得闭环系统极点满足 𝜆𝑖(𝑨 + 𝒃𝒌) = 𝜆∗
𝑖

充要条件：被控系统完全可控。

极点配置算法

À 计算 𝑨 的特征多项式 det(𝑠𝑰 − 𝑨) = 𝑠𝑛 + 𝑎∗
𝑛−1𝑠𝑛−1 + ⋯ + 𝑎∗

1𝑠 + 𝑎∗
0

Á 计算由 {𝜆∗
𝑖} 决定的特征多项式 𝑎∗(𝑠) = (𝑠 − 𝜆∗

1) ⋯ (𝑠 − 𝜆∗
𝑛)

Â 计算 𝒌̄ = [𝑎0 − 𝑎∗
0 𝑎1 − 𝑎∗

1 ⋯ 𝑎𝑛−1 − 𝑎∗
𝑛−1]

Ã 计算变换阵 𝑷 = [𝑨𝒏−1𝑩 ⋯ 𝑨𝒃 𝒃]
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

1
𝑎𝑛−1 1

⋯ ⋱ ⋱
𝑎1 ⋯ 𝑎𝑛−1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

Ä 求 𝑸 = 𝑷 −1

Å 得出所求的增益阵 𝒌 = 𝒌̄𝑸
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5.3 镇定问题

通过设计控制律使闭环系统渐近稳定，即通过控制作用使闭环系统的极点均具有负实部。由于镇定问题只

注重系统稳定性，只需将不稳定的极点配置到复平面左半平面即可，可以认为是极点配置问题的一种特殊情形。

⎧{
⎨{⎩

𝒙̇ = 𝑨𝒙 + 𝑩𝒖
𝒚 = 𝑪𝒙

若设计系统的状态反馈控制律 𝒖 = 𝑲𝒙 + 𝑮𝒗 使得闭环系统能渐近稳定，则称其为系统的一个状态反馈镇
定控制律。如果一个线性定常系统通过状态反馈控制使系统镇定，则称系统可稳或矩阵对 [𝑨 𝑩] 是可稳的。
系统可镇定的充要条件是该系统的一切不能控振型，即系统的输出解耦零点，均具有负实部。

• 利用能控性分解的设计方法：

– 将系统进行能控性分解，获得变换矩阵 𝑷 以及 ̄𝑨 = 𝑷 𝑨𝑷 −1 = [𝑨𝑐 𝑨12
0 𝑨 ̄𝑐

] , 𝑩̄ = 𝑷 𝑩 = [𝑩𝑐
0

]

– 利用极点配置方法求取矩阵 𝑲𝑐 使得矩阵 𝑨𝑐 + 𝑩𝑐𝑲𝑐 具有一组负实部的特征值

– 计算状态反馈镇定律增益矩阵 𝑲 = [𝑲𝑐 0]𝑷

• 基于 Riccati 代数方程的设计方法：

– 任取对称正定矩阵 𝑸 ∈ ℝ𝑛×𝑛，求取 Riccati 代数方程 𝑨𝑻 𝑷 + 𝑷 𝑨 − 𝑷 𝑩𝑩𝑻 𝑷 + 𝑸 = 0 的唯一对称
非负定解，若这样的解不存在则系统不可稳，镇定律不存在。

– 计算状态反馈增益矩阵 𝑲 = −𝑩𝑻 𝑷

定常参考信号的渐进跟踪问题

对于跟定的某一连续信号 𝒚𝑟(𝑡)，通过状态反馈使得系统输出 𝒚(𝑡) 满足 lim
𝑡→∞

[𝒚(𝑡) − 𝒚𝑟(𝑡)] = 0，则称此为渐
近跟踪问题。首先考虑 𝒚𝑟(𝑡) = 𝒚𝑟 的问题。

经典控制理论中采用 PI 控制器对误差进行比例积分控制使得系统是无差的。推广到多变量系统中，在误
差向量的每一个分量后串入积分器，从而使静态误差的每一个分量都为零。

记 𝒒(𝑡) = ∫
𝑡

0
𝒆(𝜏)d𝜏 = ∫

𝑡

0
(𝒚(𝑡) − 𝒚𝑟)d𝜏，则有 ̇𝒒 = 𝒚(𝑡) − 𝒚𝑟，得增广系统如下：

⎧{{{
⎨{{{⎩

⎡⎢
⎣

𝒙̇
̇𝒒
⎤⎥
⎦

= ⎡⎢
⎣

𝑨 0
𝑪 0

⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

𝒙
𝒒

⎤⎥
⎦

+ ⎡⎢
⎣

𝑩
0

⎤⎥
⎦

𝒖 − ⎡⎢
⎣

0
𝒚𝑟

⎤⎥
⎦

+ ⎡⎢
⎣

𝑬
0

⎤⎥
⎦

𝒅

𝒚 = [𝑪 0] ⎡⎢
⎣

𝒙
𝒒

⎤⎥
⎦

该增广系统的状态反馈控制律 𝒖 = [𝑲𝑥 𝑲𝑞] [𝒙
𝒒

] = 𝑲𝒙𝒙 + 𝑲𝒒𝒒

𝒖 = 𝑲𝒙𝒙 + 𝑲𝒒 ∫
𝑡

0
[𝒚(𝜏) − 𝒚𝒓]d𝜏

设 (𝑨, 𝑩) 能控，则上述增广系统完全能控的充要条件为 rank [𝑨 𝑩
𝑪 0

] = 𝑚 + 𝑛
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5.4 状态重构问题

为解决系统不完全可观测时无法进行全状态反馈，需要进行重构系统状态，重构核心就是利用原系统可以

直接测量的变量作为输入信号，构造系统的输出量 𝒙̄(𝑡)使得在一定意义下与原系统状态 𝒙(𝑡)等价。通常称 𝒙̄(𝑡)
为 𝒙(𝑡) 的重构状态或估计状态，称实现状态重构的系统为观测器。等价性采用渐近等价的指标，即 lim

𝑡→∞
𝒙̃(𝑡) =

lim
𝑡→∞

[𝒙(𝑡) − 𝒙̄(𝑡)] = 0
分离原理：状态反馈与状态观测器的设计可以相互独立的进行，可以分别按由系统状态直接实现状态反馈

的方法设计状态反馈矩阵 𝑲 以及按设计不含状态反馈系统的状态观测器的方法选择反馈矩阵 𝑳

5.4.1 全维状态观测器

由 𝒚(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡)，对其求各阶导数得 𝒚(𝑛−1)(𝑡) − 𝑪𝑨𝑩𝒖(𝑛−2)(𝑡) − 𝑪𝑨𝑩𝒖(𝑛−3)(𝑡) − ⋯ − 𝑪𝑨𝒏−2𝑩𝒖(𝑡) =
𝑪𝑨𝒏−1𝒙(𝑡)

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝒚(𝑡)
̇𝒚(𝑡) − 𝑪𝑩𝒖(𝑡)

𝒚(2)(𝑡) − 𝑪𝑩𝒖̇(𝑡) − 𝑪𝑨𝑩𝒖(𝑡)
⋮

𝒚(𝑛−1)(𝑡) − 𝑪𝑨𝑩𝒖(𝑛−2)(𝑡) − ⋯ − 𝑪𝑨𝒏−2𝑩𝒖(𝑡)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑪
𝑪𝑨
𝑪𝑨2

⋮
𝑪𝑨𝒏−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

𝒙(𝑡) = 𝑸𝑜𝒙(𝑡)

系统是完全能观测的，能观性矩阵 𝑸𝑜 的秩为 n，状态向量可以通过输入和输出以及他们的各阶导数完全
决定，但是存在各阶微分运算会增大测量值中的高频干扰，得到的结果无法准确反映，因此实际很少采用。

构造一个结构完全相同的系统作为原系统的状态观测器 Σ∗，

⎧{
⎨{⎩

̇𝒙̄ = 𝑨𝒙̄ + 𝑩𝒖
𝒚 = 𝑪𝒙̄

与原系统相减得
d

d𝑥(𝒙 − 𝒙̇) = 𝑨(𝒙 − 𝒙̄), 𝒚 − ̄𝒚 = 𝑪(𝒙 − 𝒙̄)
由于系统初始状态不知道，因此 𝒙̃(𝑡) = e𝑨(𝑡−𝑡0)𝒙̄(𝑡)，如果矩阵 𝑨 是渐近稳定的，则观测误差 𝒙̃(𝑡) 渐进趋

向于零，观测有效。

对开环方案进行修正，引入观测误差 𝒙̃(𝑡) = 𝒙(𝑡) − 𝒙̄ 的反馈组成闭环系统，用 𝒚(𝑡) − ̄𝒚(𝑡) 作为修正量，并
通过增益矩阵 𝑳 反馈到积分器的输入端。结构如下：

图 5.3: 全维观测器的结构图
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全维状态观测器的动态方程 ̇𝒙̄ = 𝑨𝒙̄ + 𝑩𝒖 + 𝑳(𝑪𝒙̄ − 𝒚), 𝒙̄(0) = 𝒙̄0
由 ̇𝒙̃ = (𝑨 + 𝑳𝑪)𝒙̃ 得观测器存在条件是 𝑨 + 𝑳𝑪 是渐进稳定的矩阵，称此矩阵对 (𝑨, 𝑪) 是可检测的。
线性定常系统可检测的充要条件是其对偶系统是可稳的，即对所有不能观振型均具有负实部。

全维观测器的设计

• [𝑨 𝑪] 可检测：

– 导出对偶系统 (𝑨𝑻 , 𝑪𝑻 , 𝑩𝑻 )
– 利用线性系统镇定算法求取 𝑲 使得 𝑨𝑻 + 𝑪𝑻 𝑲 渐近稳定，即特征值均具有负实部。

– 取 𝑳 = 𝑲𝑻，计算矩阵 𝑨 + 𝑳𝑪 得到全维状态观测器。

• [𝑨 𝑪] 可观测：

– 导出对偶系统 (𝑨𝑻 , 𝑪𝑻 , 𝑩𝑻 )
– 指定所要设计的一组期望的极点 {𝜆∗

𝑖}，利用极点配置问题算法用矩阵对 [𝑨𝑻 𝑪𝑻 ] 确定使 𝜆𝑖(𝑨 +
𝒃𝒌) = 𝜆∗

𝑖 成立的反馈增益矩阵 𝑲
– 取 𝑳 = 𝑲𝑻，计算矩阵 𝑨 + 𝑳𝑪 得到全维状态观测器。

5.4.2 降维状态观测器

考虑到系统输出包含状态的部分信息，利用这些信息可以构造出维数低于原系统的状态观测器。可以由输

出各分量线性表示的状态分量不必要由状态观测器进行重构。若线性定常系统 [𝑨 𝑪] 是可观测的且 𝑪 为满
秩矩阵，rank𝑪 = 𝑚，则降维观测器的最小维数为 𝑛 − 𝑚

假设 [𝑨 𝑪] 可观测，rank𝑪 = 𝑚，选取 (𝑛 − 𝑚) × 𝑛 阶常阵 𝑹 使得 𝑷 = [𝑪
𝑹

] 非奇异。则 𝑷 𝑷 −1 = 𝑰，

故 𝑪𝑷 −1 = [𝑰𝑚×𝑚 0]𝑚×𝑛 以 𝑷 为变换阵进行代数等价变换得 ̄𝑨 = 𝑷 𝑨𝑷 −1 = [
̄𝑨11 ̄𝑨12
̄𝑨21 ̄𝑨22

]，𝑩̄ = 𝑷 𝑩 =

[𝑩̄1
𝑩̄2

] , ̄𝑪 = 𝑪𝑷 = [𝑰𝑚×𝑚 0]

变换后系统可以写为

⎧{
⎨{⎩

̇𝒙̄1 = ̄𝑨11𝒙̄1 + ̄𝑨12𝒙̄2 + 𝑩̄1𝒖
̇𝒙̄2 = ̄𝑨21𝒙̄1 + ̄𝑨22𝒙̄2 + 𝑩̄2𝒖

𝒚 = ̄𝒄𝒙̄ = 𝒙̄1

因此 𝒙̄1 是可以直接测量的量，只需要设计 𝒙̄2 子系统的全维观测器即可。

将 𝒚 = 𝒙̄1 代入 𝒙̄1 子系统状态方程并和 𝒙̄2 子系统的状态方程整理可得： ̄𝑨12𝒙̄2 = ̇𝒚 − ̄𝑨11𝒙̄1 − 𝑩̄1𝒖 ≜ 𝝎
以 𝝎 为 𝒙̄2 子系统的输出设计全维观测器即可。

̇𝒛 = ̄𝑨22𝒛 + ̄𝑨21𝒚 + 𝑩̄2𝒖 + 𝑳̄(𝑚𝑏 ̇𝜔̄ − 𝝎) = ( ̄𝑨22 + 𝑳̄ ̄𝑨12)𝒛 + ̄𝑨21𝒚 + 𝑩̄2𝒖 − 𝑳̄( ̇𝒚 − ̄𝑨11𝒚 − 𝑩̄1𝒖)
引入 ̄𝒛 = 𝒛 + 𝑳̄𝒚 以消去 𝒚 的导数项，代入整理得： ̇̄𝒛 = ̇𝒛 + 𝑳 ̇𝒚 = ( ̄𝑨22 + 𝑳̄ ̄𝑨12) ̄𝒛 + [( ̄𝑨21 + 𝑳̄ ̄𝑨11) −

( ̄𝑨22 + 𝑳̄ ̄𝑨12)𝑳̄]𝒚 + (𝑩̄2 + 𝑳̄𝑩̄1)𝒖

𝒙̄2 重构状态为 𝒛 = ̄𝒛 − 𝑳̄𝒚，则 𝒙̄ 的重构状态为 ̂𝒙̄ = [ 𝒚
𝒛 − 𝑳̄𝒚

] 因此系统的重构状态 𝒙̂ = 𝑷 −1𝒙̄ = 𝑸𝒙̄ =

𝑸1𝒚 + 𝑸2(𝒛 − 𝑳̄𝒚) = 𝑸2𝒛 + (𝑸1 − 𝑳̄)𝒚
线性系统降维观测器的设计
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• 选取 (𝑛 − 𝑚) × 𝑛 阶常阵 𝑹 使得 𝑷 = [𝑪
𝑹

] 非奇异。

• 计算 𝑸 = 𝑷 −1 = [𝑸1 𝑸2]，其中 𝑸1, 𝑸2 分别为 𝑛 × 𝑚, 𝑛 × (𝑛 − 𝑚) 维矩阵。

• 计算 ̄𝑨 = 𝑷 𝑨𝑷 −1 = [
̄𝑨11 ̄𝑨12
̄𝑨21 ̄𝑨22

]，𝑩̄ = 𝑷 𝑩 = [𝑩̄1
𝑩̄2

]，其中 ̄𝑨11, ̄𝑨12, ̄𝑨21, ̄𝑨22 分别为 𝑚 × 𝑚, 𝑚 ×

(𝑛 − 𝑚), (𝑛 − 𝑚) × 𝑚, (𝑛 − 𝑚) × (𝑛 − 𝑚) 阶矩阵，𝑩̄1, 𝑩̄2 分别为 𝑚 × 𝑟, (𝑛 − 𝑚) × 𝑟 阶矩阵

• 选取 𝑳̄ 使得 ̄𝑨22 + 𝑳̄ ̄𝑨12 稳定或具有 𝑛 − 𝑚 个希望的极点。

• 按照 𝒙̂ = 𝑷 −1𝒙̄ = 𝑸𝒙̄ = 𝑸1𝒚 + 𝑸2(𝒛 − 𝑳̄𝒚) = 𝑸2𝒛 + (𝑸1 − 𝑳̄)𝒚 构建降维状态观测器。

5.5 解耦问题

又称互不影响控制、一对一控制，设计目的是消除输入输出的关联耦合作用，实现每一个输出仅受相应的

一个输入控制，每一个输入也仅能控制一个相应的输出。解耦问题前提条件是输入输出变量个数相同。

若系统的传递函数矩阵 𝑮(𝑠) = diag[𝑔11(𝑠) 𝑔22(𝑠) ⋯ 𝑔𝑚𝑚(𝑠)]，则该系统是解耦的，此时可以被看做
是一组相互独立的单变量系统，实现自治控制。

5.5.1 频域的串联动态补偿器解耦

图 5.4: 含串联补偿器的解耦系统

系统闭环传递函数矩阵 𝜱(𝑠) = [𝑰 − 𝑮𝒑(𝑠)𝑮𝒄(𝑠)]−1𝑮𝒑(𝑠)𝑮𝒄(𝑠)
解得串联补偿器的传递函数矩阵 𝑮𝒄(𝑠) = 𝑮−1

𝒑 (𝑠)𝜱(𝑠)[𝑰 − 𝑯𝜱(𝑠)]−1

5.5.2 时域的状态反馈解耦

线性定常系统传递函数 𝑮(𝑠) = 𝑪(𝑠𝑰 − 𝑨)−1𝑩，进行状态反馈 𝒖 = 𝑭 𝒙 + 𝑯𝒓，得闭环系统的状态方程为

⎧{
⎨{⎩

𝒙̇ = (𝑨 + 𝑩𝑭 )𝒙 + 𝑩𝑯𝒓
𝒚 = 𝑪𝒙

目的是使得闭环传递函数 𝜱(𝑠) = 𝑪[𝑠𝑰 −(𝑨+𝑩𝑭 )]−1𝑩𝑯 变为 diag[ 1
𝑠𝑑𝑖+1 ]的形式，其中 𝑑𝑖 = min

𝑗
[deg 𝑄𝑖𝑗(𝑠)−

deg 𝑃𝑖𝑗(𝑠)] − 1 为解耦指数。
设 𝒄𝑖 为系统输出矩阵 𝑪 中的第 𝑖 行向量，根据 𝑑𝑖 定义下列矩阵：

𝑫 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒄1𝑨𝑑1

𝒄2𝑨𝑑2

⋮
𝒄𝒎𝑨𝑑𝑚

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

𝑬 = 𝑫𝑩 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒄1𝑨𝑑1𝑩
𝒄2𝑨𝑑2𝑩

⋮
𝒄𝒎𝑨𝑑𝑚𝑩

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦

𝑳 = 𝑫𝑨 =
⎡
⎢⎢⎢⎢
⎣

𝒄1𝑨𝑑1+1

𝒄2𝑨𝑑2+1

⋮
𝒄𝒎𝑨𝑑𝑚+1

⎤
⎥⎥⎥⎥
⎦
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线性定常系统采用状态反馈能解耦的充要条件是 𝑚 × 𝑚 维矩阵 𝑬 是非奇异的，即 det 𝑬 ≠ 0。
若系统是状态反馈能解耦的，则闭环系统是一个积分型解耦系统，状态反馈矩阵 𝑭 = −𝑬−1𝑳，输入变换

矩阵 𝑯 = 𝑬−1
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