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1 随机过程

随机事件的样本空间 Ω = {ω}，有确定的时间函数 X(t, ω), t ∈ T 与之对应，则对所有 ω ∈ Ω，得到一组 t

的函数成为随机过程，每一个确定的函数称为样本函数。对于每一个特定时间 ti，X(ti, ω) 为一组随机变量，则

X(t, ω) 为随机过程，X(ti, ω) 为在 ti 时刻的状态。

根据连续性，随机过程分为：

• 连续型随机过程：t 连续且 X(ti, ω) 为连续随机变量；

• 离散型随机过程：t 连续且 X(ti, ω) 为离散随机变量；

• 连续型随机序列：t 离散且 X(ti, ω) 为连续随机变量；

• 离散型随机序列：t 离散且 X(ti, ω) 为离散随机变量。

X(t) 在 ti ∈ T 取值为 n 维随机变量

Fx(x1, x2, · · · , xn; t1, t2, · · · , tn) = P (X(t1) ⩽ x1;X(t2) ⩽ x2; · · · ;X(tn) ⩽ xn)

若 ti 为任意值则为 n 维分布函数族，若偏导存在，则 n 维概率密度

fx(x1, x2, · · · , xn; t1, t2, · · · , tn) =
∂Fx(x1, x2, · · · , xn; t1, t2, · · · , tn)

∂x1∂x2 · · · ∂xn

1.1 随机过程的数字特征

数学期望

对于一维，mx(t) = E{X(t)} =
∫∞
−∞ xf(x; t)dx；

对于 n 维，
E{X(t)} = [E{X1(t)}, E{X2(t)}, · · · , E{Xn(t)}]T

方差

对于一维，Rx(t) = V ar{X(t)} = E{(x−mx(t))
2}；

对于 n 维，Rxi(t) 为方差，Rxixj (t) 为协方差，

Rx(t) =


Rx1(t) Rx1x2(t) · · · Rx1xn(t)

Rx2x1(t) Rx2(t) · · · Rx2xn(t)
...

... . . . ...
Rxnx1(t) Rxnx2(t) · · · Rxn(t)


自相关函数

Cx(t1, t2) = E{X(t1)X(t2)}，描述两时刻间的状态关系

自协方差函数

Rx(t1, t2) = E{[x(t1)−mx(t1)][x(t2)−mx(t2)]}，描述两时刻间的状态波动相关性。
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1.2 随机过程的性质

平稳性

f(x1, x2, · · · , xn) 中，当 x1 → x1 + ∆x1 时，f(x1 + ∆x1, x2, · · · , xn) 特性不变（对于确定函数函数值不
变，对于随机过程统计特性不变），则 f 关于 x1 平稳。

严平稳随机过程（窄平稳，强平稳）：∀ti, ti + τ ∈ T, τ ∈ R，满足 fx(x1, t1;x2, t2; · · · ;xn, tn) = fx(x1, t1 +

τ ;x2, t2 + τ ; · · · ;xn, tn + τ)，均值和方差与时间无关，自相关函数和自协方差函数是时间差的函数。

宽平稳随机过程（弱平稳，二阶平稳）：mx(t) = mx, Rx(t1, t2) = Rx(t), E{x2(t)} < ∞，二阶矩有限的严平
稳过程必定是宽平稳过程，宽平稳过程不一定是严平稳过程。

协方差平稳过程：r(t, t+ τ) = r(τ)，协方差函数仅是时差的函数。

遍历性（各态历经性）

随机过程的统计平均（总体平均）几乎处处可以由一个样本函数的时间平均来描述，设 f(x) 为随机过程的

一个已知函数， lim
T→∞

1

2T

∫ T
−T f(X(t))dt a.s.

= E{f(X(t))}。
严遍历（强遍历）：各时间平均几乎处处收敛于相应统计平均。

宽遍历（弱遍历）：均值与相关函数有遍历性。

f(x(t)) = x(t) 时， lim
T→∞

1

2T

∫ T
−T x(t)dt a.s.

= E{X(t)}，称为均值遍历性；

f(x(t)) = x2(t) 时， lim
T→∞

1

2T

∫ T
−T x2(t)dt a.s.

= E{X2(t)}，称为均方遍历性；

f(x(t)) = x(t)x(t+ τ) 时， lim
T→∞

1

2T

∫ T
−T x(t)x(t+ τ)dt a.s.

= E{X(t)X(t+ τ)} = Γ (τ) = Cx(t, t+ τ)，称为

相关遍历性。

均值遍历仅当 lim
T→∞

1

T

∫ 2T
0

(
1− τ

2T

)
[Γ (τ)−m2]dτ = 0

相关函数遍历仅当 lim
T→∞

1

T

∫ 2T
0

(
1− τ1

2T

)
[ξ(τ1)−Γ 2(τ)]dτ1 = 0，其中 ξ(τ1) = E{x(t+τ+τ1)x(t+τ1)x(t+

τ)x(t)}
随机过程遍历一定是相同意义下平稳的，但平稳过程不一定是各态遍历的。

1.3 随机积分

1.3.1 均方微积分

随机过程 {x(t), t ∈ T} 对所有的 t ∈ T 都存在均方值，即 E{x2(t)} < ∞, ∀t ∈ T，则称为二阶矩过程。由

Schwarz 不等式可知均值和协方差函数一定存在。在均方极限意义下二阶矩过程的随机分析即为均方微积分。

均方极限

如有 lim
n→∞

d(xn, x) = lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0，则称 xn 均方收敛于 x，记作 lim
n→∞

xn = x

均方收敛准则：充要条件是 lim
m,n→∞

E{xmxn} = lim
m,n→∞

(xm, xn) = c，此时有 lim
n→∞

E{xmxn} = E{x2} = ∥x∥2

均方极限的性质

• lim
n→∞

E{xn} = E{ lim
n→∞

xn} = E{x}，均方极限和期望运算可交换

• lim
m,n→∞

(xm, yn) = (x, y) = lim
m,n→∞

E{xmyn} = E{xy}

• 满足线性运算， lim
n→∞

(axn + byn) = ax+ by

• 均方极限是唯一的，即若 lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y，则 x = y
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均方连续

如有 lim
t→t0

∥x(t)− x(t0)∥ = 0，则称在 t0 均方连续，若对一切 t ∈ T 都成立，则称在 T 上均方连续。

均方连续准则：充要条件是均值函数 m(t) 在 t 处连续和自协方差函数 Cov(x(t), x(τ)) 在 (t, t) 处连续，等

价为自相关函数 Γ (t, τ) = Cov(x(t), x(τ)) +m(t)m(τ) 在 (t, t) 处连续。

均方可微

如有 lim
τ→0

x(t+ τ)− x(t)

τ
= ẋ(t) 存在，则称均方可微，ẋ(t) 为均方导数。

均方可微准则，充要条件是均值函数均方可微且子协方差函数广义二次可微，等价为自相关函数广义二阶

导数存在。

广义二次可微即 lim
h,k→0

r(t+ h, τ + k)− r(t+ h, τ)− r(t, τ + k) + r(t, τ)

hk
=

∂2

∂t∂τ
r(t, τ) 存在。

均方导数的性质

• 在 t 处均方可微则在 t 处均方连续

• 均方导数是唯一的，若 ẋ(t) = X, ẋ(t) = Y，则 X = Y

• 线性性质， d
dt [ax(t) + by(t)] = aẋ(t) + bẏ(t)

• 乘法性质， d
dt [x(t)y(t)] =

dx(t)
dt y(t) + x(t)

dy(t)
dt

• 若 n 次均方可微，则各均方导数均值存在，且 E{dnx(t)

dtn } =
dn

dtnE{x(t)}，均方求导和期望可交换

• 对宽平稳过程，r(t, s) = r(t − s) = r(τ)，则
∂2

∂t∂s
r(t, s) =

∂

∂t

∂

∂s
r(t − s) = − d2

dτ2 r(τ)，宽平稳过程的均
方导数也是宽平稳过程。

均方积分

有 [a, b] ∈ T，划分使得 a = t0 < t1 < · · · < tn = b,∆n = maxk(tn − tn−1)，设 t′(k) 是 [tk−1, tk] 内任意

一点，如果当 ∆n → 时有 In =
n∑

k=1

f(t′k)x(t
′(k))(tk − tk−1) 均方收敛且与划分和取法无关，则称黎曼均方可积，

极限为黎曼均方积分，记作 I =
∫ b
a f(t)x(t)dt

均方可积准则，f(t)x(t) 均方可积的充要条件是
∫ b
a

∫ b
a f(t)f(s)Γ (t, s)dtds 存在且有限。x(t) 均方可积的充

要条件是
∫ b
a m(t)dt 和

∫ b
a

∫ b
a r(t, s)dtds 存在且有限。

均方积分的性质

• 均方连续则黎曼均方可积，且 ∥
∫ b
a x(t)dt∥ ⩽

∫ b
a ∥x(t)∥dt ⩽ M(b− a),M = maxt∈[a,b] ∥x(t)∥

• 均方积分是唯一的。

• 均方可积满足线性和区间可加性，
∫ b
a [αx(t)+ βy(t)]dt = α

∫ b
a x(t)dt+ β

∫ b
a y(t)dt，

∫ c
a x(t)dt =

∫ b
a x(t)dt+∫ c

b x(t)dt

• x(t) 均方连续则 Y (t) =
∫ t
a x(s)ds 均方连续、均方可微，且有 Ẏ (t) = x(t)

• 若 x(t) 均方可微且 ẋ(t) 均方连续，则 x(b)− x(a) =
∫ b
a ẋ(t)dt

• E{
∫ b
a f(t)x(t)dt} =

∫ b
a f(t)E{x(t)}dt，黎曼均方积分运算和期望运算可交换。
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• 平稳过程的黎曼均方积分一般不再是平稳过程。

设随机常微分方程 ẋ(t) = f(x(t), t), t ∈ T,x(t0) = x0，若 f 满足均方李普希兹条件 ∥f(x, t)− f(y, t)∥ ⩽
k(t)∥x− y∥，则对任何初始条件 x0 均存在唯一的均方解。

1.3.2 伊藤（Ito）积分

随机积分
∫ b
a x(t)dN(t), b > a ⩾ 0, T = [a, b]，其中 N(t)为维纳过程，均值为 0，方差为 Q(t−τ)，引入一组 T

的有限划分点列 a = t0 < t1 < · · · < tn = b,∆n = max(tk−tk−1)，构造和式 In =
∑n

k=1 x(tk−1)[N(tk)−N(tk−1)]，

如果在 ∆n → 0 时存在均方极限，则将均方极限定义为伊藤随机积分，记作 (I)
∫ b
a x(t)dN(t) = lim

∆n→0
n→∞

In = I。

与通常意义下均方积分不同的是，伊藤随机积分中 x(t) 值固定在左端点 tk−1 取值。

设 x(t) 是 T 上均方连续的二阶矩过程，对任何 t ∈ T 及一切满足 a ⩽ t ⩽ tk−1 ⩽ tk ⩽ b 的 tk−1 和 tk，

x(t) 独立于增量 N(tk)−N(tk−1)，则伊藤积分存在且唯一。

伊藤积分的性质

• 统计特性：期望运算和积分运算可交换。

E{
∫ b

a
x(t)dN(t)} =

∫ b

a
E{x(t)}dE{N(t)} = 0

E{[
∫

x(t)dN(t)][

∫
x(t)dN(t)]T } =

∫
E{x(t)QxT (t)}

• 线性：
∫ b
a [αx(t) + βy(t)]dN(t) = α

∫ b
a x(t)dN(t) + β

∫ b
a y(t)dN(t)

• 可加性：
∫ b
a x(t)dN(t) =

∫ c
a x(t)dN(t) +

∫ b
c x(t)dN(t)，因此变上限伊藤积分是均方连续的。

• 一致连续性：若均方连续二阶矩满足 lim
n→∞

xn(t) = x(t)，则 lim
n→∞

∫ t
a xn(τ)dN(τ) =

∫ t
a x(τ)dN(τ)

伊藤过程随机微分

伊藤过程的随机微分 dx(t) = f [x(t), t]dt+G[x(t), t]dN(t)

x(t) 有随机积分，y[x(t), t] 对 t 有连续偏导数，对 x 有二阶连续偏导数，则 y 的随机微分为

dy = [
∂y

∂t
+ fT ∂y

∂x
+

1

2
tr(G T ∂2y

∂x2
G )]dt+ (

∂y

∂x
)TG dN

其中 G = G[x(t), t]Q0.5, dN = Q−0.5dN(t)

伊藤过程的转移概率密度 p(x, t|x0, t0) 存在且偏导数存在连续，则满足福克尔-普朗克方程

∂p(x, t|x0, t0)
∂t

=−
n∑

j=1

∂

∂xj
[αj(x, t)p(x, t|x0, t0)]

+
1

2

n∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj
[αij(x, t)p(x, t|x0, t0)], p(x, t0|x0, t0)

=

n∏
j=1

δ(xj − x0j)

其中 αi(x, t) 和 αij(x, t) 为导出矩，分别为

αi(x, t) = lim
∆t→0

1

∆t
E{[xj(t+∆t)− xj(t)]|x(t)=x}

αij(x, t) = lim
∆t→0

1

∆t
E{[xi(t+∆t)− xi(t)][xj(t+∆t)− xj(t)]|x(t)=x}
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1.3.3 不同随机积分的比较

伊藤积分
∫ b
a N(t)dN(t) =

1

2
[N2(b)−N2(a)]2 − 1

2
(b− a)

在求和式时，令 N(t′k) = γN(tk−1) + (1− γ)N(tk)，则 γ 值不同定义的随机积分不同。

γ = 1时，为伊藤积分 I1。γ = 0时取右端点，I2 = I1+(b−a)，当 γ = 0.5时取中点，此时 I =
1

2
[N2(b)−N2(a)]，

与普通积分的分部积分相同，这种积分不具有统计性质，但具有通常的积分法则，称为斯托拉托诺维奇积分。

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f [x(τ), τ ]dτ + (I)

∫ t

t0

G[x(τ), τ ]dN(τ)

若 f(x, t), G(x, t) 时二元连续函数，对 t 是一致连续函数，且满足增长条件

|f(x, t)|2 ⩽ K2(1 + x2), |G(x, t)|2 ⩽ K2(1 + x2)

和李普希兹（Lipschitz）条件，则方程存在唯一均方解，且唯一解是马尔科夫过程，此过程即为伊藤过程。

1.4 随机过程

1.4.1 高斯（Gauss）过程

随机过程在 t ∈ T 中的任意个时间点 t1, t2, · · · , tk 的 k 个随机变量有联合特征函数

ϕij(u) = exp[imT (ti)u− 1

2
uTR(ti, tj)u]

当 R 正定对称时，p(x) =
1

(2π)k/2∥R∥1/2
exp{−1

2
[x−m(ti)]

TR−1[x−m(ti)]}

高斯随机过程完全由均值和协方差函数决定，因此宽平稳性即意味着严平稳性。

高斯过程在线性变换后保持高斯型不变，如均方导数和均方积分若存在均为高斯过程。

平稳高斯均方可微过程 x(t) 与 ẋ(t) 独立。

1.4.2 马尔科夫（Markov）过程

对 T 中任意时间 t1 < t2 < · · · < tk，有条件分布函数

F (x(tk)|x(tk−1), x(tk−2), · · · , x(t1)) = F (x(tk)|x(tk−1))

在现在时刻和过去时刻所有观测值已知条件下，将来时刻的分布函数只依赖于现在时刻的值，与过去状态

和如何到达现在状态无关，独立于验前信息，此性质称为马尔科夫性或无后效性。

联合概率密度函数为 p[x(tk), x(tk−1), · · · , x(t1)] = p[x(t1)]
k∏

j=2
p[x(tj)|x(tj−1)]，已知初始概率密度函数和转

移概率密度函数，决定了过程的联合密度函数，完全确定了马尔科夫过程。

由边缘概率密度公式得切普曼-柯尔莫哥洛夫（Chapman-Kolmogorov）方程∫ ∞

−∞
p[x(tk)|x(tk−1)]p[x(tk−1)|x(tk−2)]dx(tk−1) = p[x(tk)|x(tk−2)]

若 {x(t), t ∈ T} 是马尔科夫过程，T1 是 T 的子集，则 {x(t), t ∈ T1} 仍是马尔科夫过程。
马尔科夫过程也是逆时间马尔科夫过程，若 tk < tk+1 < · · · < tk+m，则有

p[x(tk)|x(tk+1), x(tk+2), · · · , x(tk+m)] = p[x(tk)|x(tk+1)]



1 随机过程 6

1.4.3 独立增量过程

对任意 t1 < t2 < · · · < tn，增量 x(tn)− x(tn−1), x(tn−1)− x(tn−2), · · · , x(t2)− x(t1) 是相互独立的，则称

是一个独立增量过程。

规定 P [x(a) = 0] = 1，对 t1 < t2 < · · · < tn < t，x(t)− x(tn) 与前述增量相互独立，因此 x(t) 是一个马

尔科夫过程。

若 x(t+ h)− x(τ + h) 的概率分布与 x(t)− x(τ) 相同，即只与时差有关，则该过程是平稳的。若增量是高

斯分布的，则称为高斯独立增量过程。

若 E{[x(ti+1)− x(ti)][x(tj)− x(tj−1)]} = 0, tj−1 < tj ⩽ ti < ti+1，则该过程为正交增量过程。

独立增量过程的协方差函数满足

Cov{x(t), x(τ)} = Cov{x(τ), x(τ)}+ Cov{x(t)− x(τ), x(τ)} = Cov{x(τ), x(τ)}

对于平稳独立增量过程，Cov{x(t), x(t)} − Cov{x(τ), x(τ)} = σ2
x(t− τ)

1.4.4 维纳（Wiener）过程

x(t) 满足：x(0) = 0，{x(t), t ⩾ 0} 是高斯过程，∀t ⩾ 0, E{x(t)} = 0，{x(t), t ⩾ 0} 是平稳独立增量过程。
因此，维纳过程是一个均值为零的平稳高斯正交独立增量过程，具有马尔科夫性。

m(t) = E{x(t)} = 0，r(t, τ) = σ2
x min(t, τ)，Γ (t, t) = σ2

xt，对增量，E{x(t)−x(τ)} = 0, V ar{x(t)−x(τ)} =

σ2
x(t− τ)，维纳过程均方连续，均方可积，均方导数不存在，不是平稳过程。

1.4.5 白噪声过程

宽平稳过程对所有 ω ∈ (−∞,+∞)，恒有功谱密度函数 f(ω) = c = Const。白噪声对不同频率输入都能进
行干扰，在各频率分量上具有相同的功率。

白噪声过程的协方差函数 r(τ) = 2πcδ(τ)，白噪声序列的协方差函数 r(n) = 2πcδ(n)，若该过程是高斯分

布的，则是独立随机过程，称作高斯白噪声序列。

若m(t) = 0,R(t, τ) = Q(t)δ(t− τ)，则该过程称作白噪声过程。如具有高斯分布，则为零均值高斯白噪声

过程。

维纳过程是一个由零均值平稳高斯白噪声过程对 t 积分得到的随机过程。
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2 随机系统的数学模型

2.1 连续系统

2.1.1 状态空间表达式

最一般的情况有： ẋ(t) = f [x(t),u(t),w(t)a(t), t]

y(t) = g[x(t),u(t),v(t), t]

其中，x 为系统 n 维状态向量，y 为系统 q 维输出观测向量，u 为系统 p 维确定性输入向量（开环控制向
量），w 为系统 r 维随机输入干扰向量（过程噪声），v 为系统 q 维输出噪声向量，a 为系统中的随机参数。

对于系统参数是确定性的线性化系统，有：ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t) + v(t)

对于线性系统，不考虑确定性输入，即令 u(t) = 0，状态方程变为 ẋ(t) = A(t)x(t) +G(t)w(t)

假设噪声 w 和系统一切初始状态 x(t0) 都不相关，且验前均值和方差分别为

mw(t) = E{w(t)},Rw(t1, t2) = Cov(w1,w2),mx(t0) = E{x(t0)},Rx(t0) = V ar{x(t0)}

对 w(t) 未假定其平稳性，也未假定是不相关过程，只假定是二阶矩过程。若是均方连续的，则状态方程有

唯一解 x(t) = Φ(t, t0)x(t0) +
∫ t
t0
Φ(t, τ)G(τ)w(τ)dτ

状态转移矩阵 Φ(t, t0) 满足 Φ̇(t, t0) = A(t)Φ(t, t0),Φ(t, t0) = I

2.1.2 数字特征

均值

mx(t) = E{Φ(t, t0)x(t0)}+ E{
∫ t

t0

Φ(t, τ)G(τ)w(τ)dτ} = Φ(t, t0)mx(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)G(τ)mw(τ)dτ

对上式两端求导得：

ṁx(t) = Φ̇(tf , t0)mx(t0) +

∫ t

t0

Φ̇(t, τ)G(τ)mw(τ)dτ +Φ(t, t)G(t)mw(t)

= A(t)
[
Φ(t, t0)mx(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)G(τ)mw(τ)dτ
]
+G(t)mw(t)

= A(t)mx(t) +G(t)mw(t)

因此可以直接对状态方程取期望得到上式。

协方差

由于 w(t) 和 x(t0) 不相关，且黎曼积分运算和期望运算可交换，则

Rxw(t1, t2) =Φ(t1, t0)Cov{x(t0),w(t2)}+ Cov{
∫ t2

t0

Φ(t1, τ)G(τ)w(τ)dτ,w(t2)}

=

∫ t2

t0

Φ(t1, τ)G(τ)Rw(τ, t2)dτ
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x(t) 的自协方差

Rx(t1, t2) = Φ(t1, t0)Rx(t0, t0)Φ
T (t2, t0) +Φ(t1, t0)Cov{x(t0),

∫ t2

t0

Φ(t2, τ)G(τ)w(τ)dτ}

+ Cov{
∫ t1

t0

Φ(t1, τ)G(τ)w(τ)dτ,Φ(t2, t0)x(t0)}

+ Cov{
∫ t1

t0

Φ(t1, τ1)G(τ1)w(τ1)dτ1,
∫ t2

t0

Φ(t2, τ2)G(τ2)w(τ2)dτ2}

= Φ(t1, t0)Rx(t0, t0)Φ
T (t2, t0) +

∫ t1

t0

dτ1
∫ t2

t0

Φ(t1, τ1)G(τ1)Rw(τ1, τ2)G
T (τ2)Φ

T (t2, τ2)dτ2

若系统有初值 u(t)，系统状态方程变为 ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +G(t)w(t)，因此确定性输入仅在系

统响应上加一个确定性分量，因此只改变 x(t) 的均值。

令 x̃, x̄ 分别表示自治部分和无噪声强迫部分状态，分别满足

˙̃x(t) = A(t)x̃(t)G(t)w(t) ˙̄x(t) = A(t)x̄(t) +B(t)u(t)

上两式相加即为系统状态方程，对状态方程取期望得

ṁx(t) = A(t)mx(t) +G(t)mw(t) +B(t)u(t)

多了一项输入项，但是 x(t) −mx(t) 仍满足 ẋ(t) − ṁx(t) = A(t)[x(t) −mx(t)] +G(t)[mw(t) −mw(t)]

与无初值时相同，因此不论是否存在初值，协方差公式不改变，只改变均值，因此往往假定 u(t) = 0

2.2 离散系统

2.2.1 状态空间表达式

最一般的情况有： x(n+ 1) = f [x(n),u(n),w(n)a(n), n]

y(n) = g[x(n),u(n),v(n), n]

对线性时变系统，有：x(n+ 1) = Φ(n+ 1, n)x(n) + θ(n+ 1, n)u(n) + Γ (n+ 1, n)w(n)

y(n) = C(n)x(n) +D(n)u(n) + v(n)

对线性定常系统，有： x(n+ 1) = Φ(T )x(n) + θ(T )u(n) + Γ (T )w(n)

y(n) = Cx(n) +Du(n) + v(n)
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3 随机系统的分析

3.1 连续系统输入为白噪声时的分析

3.1.1 时域解

常用的系统状态方程为（D(t) = 0）：ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) + v(t)

做如下假设：

1. 随机输入 w(t) 和观测噪声 v(t) 是白噪声过程。

2. w 和 v 是独立不相关或者 δ 相关的，即 Cov{w(t),v(τ)} = 0或 = S(t)δ(t− τ)，因为实际系统的过程噪

声源与外围设备观测噪声源是不相关的独立的，如果是一个整体同时受到外界干扰时则是 δ 相关的。

3. w 和 v 均与初始状态独立或不相关。系统内部的噪声多是由装置本身产生的，与初始状态无关。当然也

有相关的，如运载工具的控制系统与环境有关，此时不能作此假设。

不计 u(t) 时，ẋ = Ax+Gw，解形式上可写为

x(t) = Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)G(τ)w(τ)dτ

由于 w 是白噪声，x 的均方误差不存在，因此形式解不具有实际意义。

利用高斯白噪声表示等价为 dx = Axdt+GdN，其中 N 表示维纳过程，且满足

dN(t) = w(t)dt, E{dN(t)} = 0, V ar{dN(t)} = Qdt

则结果可写为

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

A(τ)x(τ)dτ +

∫ t

t0

G(τ)dN(τ)

其中第一个积分是均方积分，第二个积分是对随机过程的积分（可为伊藤积分）。此解仍然是形式解。数字

特征时采用第一个形式解进行分析。

3.1.2 数字特征

均值满足 ṁx(t) = A(t)mx(t),mx(t0) = E{x(t0)}
协方差为

Rxw(t1, t2) =

∫ t1

t0

Φ(t1, τ)G(τ)Q(τ)δ(τ − t2)dτ =


0, t0 < t1 < t2
G(t2)Q(t2)

2
, t0 < t1 = t2

Φ(t1, t2)G(t2)Q(t2), t0 < t2 < t1

自协方差化简得 Ṙx(t) = A(t)Rx(t) +Rx(t)A
T (t) +G(t)Q(t)GT (t)

可以求得

Rx(t1, t2) =

Φ(t1, t2)Rx(t2), t1 > t2

Rx(t1)Φ
T (t2, t1), t1 < t2

解是马尔科夫过程。如果初始状态是高斯分布或常值且随机输入是高斯白噪声，则解还是高斯过程。此时

的解为高斯-马尔科夫方程。
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3.2 连续系统平稳过程的分析

3.2.1 时域解

系统是物理可实现的，t < 0 时 Φ(t) = 0，且它是渐进稳定的，即 lim
t→∞

∥Φ(t)∥ = 0，设随机输入 w(t) 具有

常均值，具有协方差，是宽平稳随机过程。

系统对宽平稳过程输入的稳定相应，实际上就是系统的稳态输出。因此只需要令前一节的积分下限 t0 →
−∞，意味着随机输入信号在很久很久以前就已加入，故有

x(t) = Φ(t,−∞)x(t0) +

∫ t

−∞
Φ(t, τ)G(τ)w(τ)dτ =

∫ t

−∞
Φ(t− τ)Gw(τ)dτ λ=t−τ

==

∫ ∞

0
Φ(λ)Gw(t− λ)dλ

3.2.2 数字特征

均值 mx(t) = Gmw

∫∞
0 Φ(λ)dλ = −GmwA

−1 = Const
互协方差 Rxw(t1, t2) =

∫∞
0 Φ(λ)GRw(τ − λ)dλ

自协方差 Rx(t1, t2) = Rx(τ) =
∫∞
0

∫∞
0 Φ(λ)GRw(τ − λ+ Γ )GT (Γ )ΦT (Γ )dλdΓ

对于线性定常系统，若系统是稳定的，则随机输入是宽平稳过程时，系统输出也是宽平稳过程，当输入为

平稳高斯过程，输出也是平稳高斯的。

对于输入是白噪声这一特殊情况，Rw(τ) = Qδ(τ)，则有唯一有界实对称方差阵

Rx(0) =

∫ ∞

0
Φ(τ)GQGTΦT (τ)dτ = Rx

3.2.3 功率谱密度

由于解具有平稳性，因此具有功谱密度，

Rxw(jω) =
∫ ∞

−∞
e−jωτRxw(τ)dτ =

∫ ∞

−∞
e−jωτdτ

∫ ∞

0
Φ(λ)GRw(τ − λ)dλ

=

∫ ∞

−∞
e−jωτdτ

∫ ∞

−∞
Φ(λ)GRw(τ − λ)dλ = Φ(jω)GRw(jω)

由 Φ(s) = (sI −A)−1，自协方差为

Rx(τ) =

∫ ∞

0
Rxw(τ + Γ )GT (Γ )ΦT (Γ )dΓ

对上式取傅氏变换得 Rx(jω) = Φ(jω)GRw(jω)GTΦT (−jω)
若系统输出 y(t) = Cx(t)，则互谱密度 Ryw(jω) = CΦ(jω)GRw(jω)，令 CΦ(jω)G = C(sI −A)−1G =

Hyw(s)，此即为传递函数阵，可以求得频率特性 Hyw(ω) = Ryw(ω)。

输出的功谱密度为 Ry(jω) = CΦ(jω)GRw(jω)G
TΦT (−s)CT = Hyw(jω)Rw(jω)HT

yw(−s)

对于单输入平稳系统，有 ry(ω) = |Hyw(jω)|2rw(ω)

3.3 连续系统附加噪声为有色噪声时的分析

有色噪声：时差变量不为零时，协方差函数不为零的噪声 ξ(t)，即 COV {ξ(t), ξ(τ)} ̸= 0, τ ̸= t
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3.3.1 增广法求解

对于连续时间线性系统 ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) + v(t)

w(t) 为有色噪声且满足 ẇ(t) = F (t)w(t) +H(t)ξ(t)，v(t) 为白噪声。将有色噪声满足的表达式代入系统

状态表达式中得 [
ẋ(t)

ẇ(t)

]
=

[
Ȧ(t) Ġ(t)

0̇ Ḟ (t)

][
ẋ(t)

ẇ(t)

]
+

[
0

H(t)

]
ξ(t)

y(t) =
[
C(t) 0

] [x(t)
w(t)

]
+ v(t)

x∗(t) =

[
x(t)

w(t)

]
,A∗(t) =

[
A(t) G(t)

0 F (t)

]
,G∗(t) =

[
0

H(t)

]
,C∗(t) =

[
C(t) 0

]
以上即为增广后的状态标量表达式，与未增广的在形式上相同。因此 x∗(t) 仍是马尔科夫过程。

若 ξ(t) 与 x(t0), w(t0) 独立，而 x(t0), w(t0) 可以相关，则有

m∗
x(t0) =

[
mx(t0)

mw(t0)

]
,R∗

x(t0) =

[
Rx(t0) Rxw(t0)

Rwx(t0) Rw(t0)

]
,

因此前一节的均值、方差和协方差仍可以用来求取增广向量的均值、方差、协方差。

3.3.2 谱分解和谱表示定理

谱分解定理：若一平稳随机过程存在有理谱密度 r(ω)，则存在一个有理函数 H(s)，它的所有极点均在 s平
面左半平面，且所有零点都在 s 左半平面或虚轴上，且满足 r(ω) = H(jω)H(−jω)。

谱表示定理：当给定一个有理谱密度函数 r(ω)，则存在一个渐进稳定的线性定常系统，传递函数为 H(s)，

使得恒值功谱密度的白噪声过程激励下，系统输出的平稳过程的功谱密度是 r(ω)。

3.4 离散系统方程与连续系统方程的转化

3.4.1 连续过程离散化

连续系统的状态空间表达式为 ẋ(t) = A(t)x(t) +G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) + v(t)

形式解为

x(t) = Φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

t0

Φ(t, τ)G(τ)w(τ)dτ

令 t = n+ 1, t0 = n，认为是等间隔采样，在区间 [n, n+ 1) 内认为 w(τ) 保持恒定。于是离散方程如下：

x(n+ 1) = Φ(n+ 1, n)x(n) +

∫ n+1

n
Φ(n+ 1, τ)G(τ)w(τ)dτ

= Φ(n+ 1, n)x(n) +

∫ n+1

n
Φ(n+ 1, τ)G(τ)w(n)dτ

= Φ(n+ 1, n)x(n) + Γ (n+ 1, n)w(n)
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其中 Γ (n+ 1, n) =
∫ n+1
n Φ(n+ 1, τ)G(τ)dτ。

离散观测方程为

y(n) = C(n)x(n) + v(n)

由
∫ n+1
n Φ(n+ 1, τ)G(τ)w(n)dτ 取方差，结合状态转移矩阵的 Taylor 展开一阶近似处理

Φ(t, t0) = I +

∫ t

t0

A(τ)dτ + · · · = I +A(t)∆t

可得连续与离散的 Q,R 的关系如下

Q(n) = lim
∆t→0

Q(t)

∆t
R(n) = lim

∆t→0

R(t)

∆t

3.4.2 离散过程稠密化

离散系统的状态方程为

x(n+ 1) = Φ(n+ 1, n)x(n) + Γ (n+ 1, n)w(n)

结合状态转移矩阵的 Taylor 展开一阶近似处理

Φ(t, t0) = I +

∫ t

t0

A(τ)dτ + · · · = I +A(t)∆t

以及 Γ 的线性近似处理

Γ (n+ 1, n) =

∫ n+1

n
Φ(n+ 1, τ)G(τ)dτ = [I +A(t)∆t]G(t)∆t = G(t)∆t

因此有

x(n+ 1) = [I +A(t)∆t]x(n) +G(t)∆tw(n)

则
x(n+ 1)− x(n)

∆t
= lim

∆t→0
n→t

A(t)x(n) +G(t)w(n)

即

ẋ(t) = A(t)x(t) +G(t)w(t)
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4 随机系统的综合

4.1 参数最优问题

系统已事先给定，选取参数使得性能指标最优。一般而言，使用均方误差作为性能指标。

对于线性定常系统，随机输入信号是平稳随机过程，具有功率谱密度如下

Ry(jω) = Hyw(jω)Rw(jω)HT
yw(−jω)

根据谱分解定理，输出的方差为

Ry(0) =
1

2πj

∫ j∞

−j∞
Ry(s)ds =

1

2πj

∫ j∞

−j∞
H(s)HT (−s)ds

由于传递函数一般能写成分式形式，所以性能指标的计算就变成了计算分式的积分结果。

4.2 最优系统传递函数问题

线性定常系统传递函数 H(s) 待求，输入信号 r(t) 和附加噪声 n(t) 都是零均值宽平稳随机过程，则输出

也是零均值宽平稳随机过程，且 y(t) =
∫∞
−∞ h(τ)z(t− τ)dτ，其中 z(t) = r(t) + n(t)，均方误差为 E{e2(t)} =

E{[r(t)− y(t)]2} = ∥r(t)− y(t)∥。
正交投影定理：设 M∗

1 为希尔伯特空间 M∗ 的子空间，x ∈ M∗，则存在唯一元 z0 ∈ M∗
1，满足 ∥x− z0∥ =

min ∥x− z∥，且 z0 与 x− z0 正交。

图 1: 正交投影

由于 y(t) 是 z(t− τ) 的无限线性组合，则 y(t) 和 z(t) 均在 M∗
1 中，根据正交投影定理，均方误差极小时，

必有 r(t)− y(t) ⊥ M∗
1，故有

(r(t)− y(t), z(t− λ)) = 0即(r(t), z(t− λ)) = (y(t), z(t− λ))

则有

Rrz(λ) = E{r(t)z(t− λ)} = E{[
∫ ∞

−∞
h(τ)z(t− τ)dτ ]z(t− λ)} =

∫ ∞

0
h(τ)Rzz(λ− τ)dτ

此即为维纳-何甫（Wiener-Hopf）方程。
对于功率谱密度可分解的情形，令

q(λ) =

∫ ∞

0
h(τ)Rzz(λ− τ)dτ −Rrz(λ)
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则 Wiener-Hopf 方程要求 ∀λ ⩾ 0, q(λ) = 0。对上式进行双边 Laplace 变换后得 Q(s) = H(s)Rzz(s) −
Rrz(s)。

为了满足 q(λ) = 0，Q(s) 必须没有极点在 s 左半平面。因此如果不加约束 H(s) 一般会在右边平面有极点，

系统不具有因果性不可实现。因此需要要求 H(s) 在右半平面没有极点。

对 Rzz(s) 进行谱分解，将极点和零点都在右半平面的与极点和零点都在左半平面的分解开，有

Rzz(s) = Rzz(s)RRzz(s)L

代入 Laplace 变换中，并将后一项按极点位置进行部分分式分解，有

Q(s) = Rzz(s)R[H(s)Rzz(s)L − Rrz(s)

Rzz(s)R
] = Rzz(s)R{H(s)Rzz(s)L − [

Rrz(s)

Rzz(s)R
]LP − [

Rrz(s)

Rzz(s)R
]RP }

由于 Q(s) 在左半平面无极点，则有

H(s)Rzz(s)L − [
Rrz(s)

Rzz(s)R
]LP = 0

因此 Wiener-Hopf 方程的解为
H(s) =

1

Rzz(s)L
[
Rrz(s)

Rzz(s)R
]LP

通过求解 Wiener-Hopf 方程，求出滤波器的最优传递函数，这种最优线性滤波称为维纳（Wiener）滤波。

4.3 最小方差控制律问题

以下研究单输入单输出线性定常离散系统的调节器问题，其中噪声是高斯平稳序列，具有有理功率谱密度。

控制对象的差分方程为

y(n)+a1y(n−1)+· · ·+aky(n−k) = b0u(n−l)+b1u(n−l−1)+· · ·+bk(n−l−k)+λ[e(n)+c1e(n−1)+· · ·+cke(n−k)]

利用 z−1y(n) = y(n− 1)，将差分方程写成

A(z)y(n) = B(z)u(n− l) + λC(z)e(n)

其中 
A(z) = 1 + a1z

−1 + · · ·+ akz
−k

B(z) = b0 + b1z
−1 + · · ·+ bkz

−k

A(z) = 1 + c1z
−1 + · · ·+ ckz

−k

因此可以将随机干扰的影响等效成 v(n) = λ
C(z)

A(z)
e(n)。

若 A(z), B(z), C(z) 全部零点都在单位圆内，则输出为宽平稳随机序列，功谱密度为

Rv(z) = λ2C(z)C(z−1)

A(z)A(z−1)
, z = ejω

将 C(z) 部分分式分解后，等效干扰

v(n) = λ[F (z) + z−lG(z)

A(z)
]e(n)
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则将输出方程写为

y(n+ l) =
B(z)

A(z)
u(n) + λF (z)e(n+ l) + λ

G(z)

A(z)
e(n)

= λF (z)e(n+ l) + [
B(z)

A(z)
− z−lB(z)G(z)

A(z)C(z)
]u(n) +

G(z)

C(z)
y(n)

= λF (z)e(n+ l) +
B(z)

C(z)
F (z)u(n) +

G(z)

C(z)
y(n)

因此方差为

E{y2(n+ l)} = E{[λF (z)e(n+ l)]2}+ E{[B(z)

C(z)
F (z)u(n) +

G(z)

C(z)
y(n)]2}

为使方差最小，第二项应为零，即

B(z)F (z)u(n) +G(z)y(n) = 0

最小方差控制律下系统输出的方差为

Jmin = E{y2(n+ l)} = λ(1 + f2
1 + · · ·+ f2

l−1)
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5 状态估计

维纳滤波的不足之处

1. 涉及平稳随机过程，对于非平稳随机过程很难应用；

2. 方程求解过程困难；

3. 应用计算机求解时，需要存储和处理大量数据，根据整个区间的数据得出滤波结果。

5.1 离散时间线性系统的 Kalman 滤波

对于离散系统 x(n+ 1) = Φ(n+ 1, n)x(n) + θ(n+ 1, n)u(n) + Γ (n+ 1, n)w(n)

y(n) = C(n)x(n) +D(n)u(n) + v(n)

根据已取得的一组序贯观测值 Y (j) = {y(1),y(2), · · · ,y(j)} 求出 n 时刻或区间的状态 x(n) 的最优线性

估计值 x̂(n|j)，若状态估计误差 x̃(n|j) = x(n)− x̂(n|j)，则最优线性估计值 x̂(n|j) 满足

1. 时观测序列 Y (j) 的线性函数

2. 是条件无偏的或无条件无偏的，即 E{x̂(n|j)|Y (j)} = E{x(n)|Y (j)} 或 E{x̂(n|j)} = E{x(n)}

3. 估计误差的方差最小，即 V ar{x̃(n|j)} 或 V ar{x̃(n|j)|Y (j)} 最小。

根据 n 与 j 的关系，状态估计问题分为

1. n > j，则为预测或外推问题，根据现在时刻及以前的观测值区估计将来时刻的状态。

2. n = j，则为滤波问题，根据现在时刻及以前获得的观测数据估计现在时刻的状态。

3. n < j，则为平滑或内插问题，根据现在时刻及以前获得的观测数据估计以前某个时刻或区间的状态。

假设 w(n),v(n) 为互不相关的零均值白噪声序列，其中

Cov{w(k),w(j)} = Q(k)δkj , Cov{v(k),v(j)} = R(k)δkj

Q 为对称非负定阵，R 为对称正定阵。x(0) 为随机向量且与 w(n),v(n) 独立。

5.1.1 一步预测估计

一个状态的最小方差线性估计，按投影定理解释，就是该状态向量在线性观测空间上的正交投影，根据投

影定理的线性可知，状态估计也满足状态方程，则有

x̂(n|n− 1) = Φ(n, n− 1)x̂(n− 1|n− 1) + Ê{Γ (n, n− 1)w(n− 1)|Y (n− 1)} = Φ(n, n− 1)x̂(n− 1|n− 1)

则根据观测方程有

ŷ(n|n− 1) = C(n)x̂(n|n− 1)

观测误差

ỹ(n|n− 1) = y(n)− ŷ(n|n− 1) = C(n)[x(n)− x̂(n|n− 1)] + v(n)
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按投影定理，最小方差估计误差 [x(n)− x̂(n|n− 1)] 与空间 Y (n− 1) 正交，v(n) 也与 Y (n− 1) 无关正交，

因此偏差 ỹ(n|n−1)也与 Y (n−1)正交。但 ỹ(n−1|n−2)是在 Y (n−1)中，因此 ỹ(n|n−1)和 ỹ(n−1|n−2)

正交，因此 ỹ(·|·) 为白噪声序列。
由于 ỹ(·|·) 为白噪声序列，后来与先前无关，则可以用 ỹ(n|n − 1) 作为获得的新信息对状态 x(n) 的估计

进行改善，即

x̂(n|n) = x̂(n|n− 1) +K(n)ỹ(n|n− 1)

此即为最优线性滤波递推方程。式中 K(n) 为 Kalman 滤波增益矩阵，需要根据误差方差达到极小来确定。

5.1.2 滤波增益矩阵

滤波估计误差为

x̃(n|n) = x(n)− x̂(n|n)

= x(n)− x̂(n|n− 1)−K(n)[y(n)−C(n)x̂(n|n− 1)]

= x̃(n|n− 1)−K(n)[C(n)x̃(n|n− 1) + v(n)]

为使估计误差极小，则根据正交投影定理，E{x̃(n|n)yT (n)} = 0，则有

E{[x̃(n|n− 1)−K(n)C(n)x̃(n|n− 1)−K(n)v(n)][C(n)x(n) + v(n)]T }

= E{[x̃(n|n− 1)−K(n)C(n)x̃(n|n− 1)−K(n)v(n)]

× [C(n)x̃(n|n− 1) +C(n)x̂(n|n− 1) + v(n)]T } = 0

即

E{x̃(n|n− 1)x̃T (n|n− 1)CT (n)−K(n)C(n)E{x̃(n|n− 1)x̃T (n|n− 1)}}CT (n)−K(n)E{v(n)vT (n)} = 0

令预测估计误差的方差 E{x̃(n|n− 1)x̃T (n|n− 1)} = P (n|n− 1)，则增益矩阵

K(n) = P (n|n− 1)CT (n)[C(n)P (n|n− 1)CT (n) +R(n)]−1

滤波估计误差的方差为

P (n|n) = E{x̃(n|n)x̃T (n|n)}

= [I −K(n)C(n)]P (n|n− 1)[I −K(n)C(n)]T +K(n)R(n)KT (n)

= [I −K(n)C(n)]P (n|n− 1)

从而滤波增益也可以写成 K(n) = P (n|n)CT (n)R−1(n)。

图 2: 离散 Kalman 滤波结构图



5 状态估计 18

图 3: 离散 Kalman 滤波算法

5.1.3 一般情况下的 Kalman 滤波算法

1. 系统的确定性输入 u(n) ̸= 0

2. 观测方程存在确定性误差项 z(n)

3. 随机输入 w(n) 和观测噪声 v(n) 均为均值不等于零的白噪声，且两者相关，即

E{w(n)} = mw(n), E{v(n)} = mv(n), Cov{w(k), (j)} = S(k)δkj

变换状态方程

将状态方程改写为

x(n+ 1) = Φ(n+ 1, n)x(n) + θ(n+ 1, n)u(n) + Γ (n+ 1, n)w(n)

+ J(n)[y(n)−C(n)x(n)− z(n)− v(n)]

= [Φ(n+ 1, n)− J(n)C(n)]x(n) + θ(n+ 1, n)u(n)

+ J(n)[y(n)− z(n)] + [Γ (n+ 1, n)w(n)− J(n)v(n)]

记为

x(n+ 1) = Φ∗(n+ 1, n)x(n) + θ(n+ 1, n)u(n) + J(n)[y(n)− z(n)] +w∗(n)

其中 Φ∗(n+ 1, n) = Φ(n+ 1, n)− J(n)C(n),w∗(n) = Γ (n+ 1, n)w(n)− J(n)v(n)

此时新的随机输入与观测噪声之间的协方差阵为

Cov{w∗(n),v(j)} = Cov{Γ (n+ 1|n)w(n),v(j)} − Cov{J(n)v(n),v(j)} = [Γ (n+ 1|n)S(n)− J(n)R(n)]δnj

令上式等于零即可得

J(n) = Γ (n+ 1|n)S(n)R−1(n)
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导出随机向量偏差方程

由于观测数据 y(n) 是确定性数据，则有

mx(n+ 1) = Φ∗(n+ 1, n)mx(n) + θ(n+ 1, n)u(n) + J(n)[y(n)− z(n)] +mw∗(n)

其中 mw∗(n) = Γ (n+ 1, n)mw(n)− J(n)mv(n)

状态方程和上式相减得状态偏差方程

x0(n+ 1) = Φ∗(n+ 1, n)x0(k) +w∗0(n)

其中偏差向量 x0(n) = x(n)−mx(n),w
∗0(n) = w∗(n)−mw∗(n)

观测方程的均值方程为 my(n) = C(n)mx(n) + z(n)mv(n)，作差得到观测偏差方程

y0(n) = C(n)x0(n) + v0(n)

滤波算法的推广

图 4: 一般情况下的离散 Kalman 滤波算法

5.1.4 有色噪声下的离散 Kalman 滤波

若过程噪声为有色噪声且观测噪声为白噪声，则可以用增广向量归一为噪声均是白噪声的形式；若过程噪

声和观测噪声都是有色噪声，将产生有色噪声的线性系统与原状态方程化为白噪声输入的新的增广状态方程，再

处理新的过程噪声为白噪声、观测噪声为有色噪声的情况。
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因此假定过程噪声为白噪声且观测噪声为有色噪声。系统的数学模型为
x(n+ 1) = Φ(n+ 1, n)x(n) + Γ (n+ 1, n)w(n)

y(n+ 1) = C(n+ 1)x(n+ 1) + v(n+ 1)

v(k + 1) = F (n+ 1, n)v(n) +H(n+ 1, n)ξ(n)

令 z(n) = y(n+1)−F (n+1, n)y(n)，虽然能提供 x(n)信息，但是由于需要 n+1时刻的观测数据 y(n+1)，

只能延迟一步在 n+ 1 时刻被利用，是伪观测向量。代入数学模型得

z(n) = [C(n+ 1)Φ(n+ 1, n)− F (n+ 1, n)C(n)]x(n) + [C(n+ 1)Γ (n+ 1, n)w(n) +H(n+ 1, n)ξ(n)]

令增广矩阵为

C∗(n) = C(n+ 1)Φ(n+ 1, n)− F (n+ 1, n)C(n),v∗(n) = C(n+ 1)Γ (n+ 1, n)w(n) +H(n+ 1, n)ξ(n)

则状态方程可写为

z(n) = C∗(n)x(n) + v∗(n)

新观测方程中的噪声是零均值白噪声，且协方差

Cov{v∗(n),v∗(j)} = [C(n+ 1)Γ (n+ 1, n)Q(n)Γ T (n+ 1, n)CT (n+ 1)

+H(n+ 1, n)S(n)HT (n+ 1, n)]δnj = R∗(n)δnj

新观测方程的噪声和过程噪声相关，且互协方差为

Cov{w(n),v∗(j)} = [Q(n)Γ T (n+ 1, n)CT (n+ 1)]δnj = S∗(n)δnj

应用以前的滤波算法，按照状态方程和观测方程得到的一步预测估计 x̂(n|n + 1) 和一步预测估计误差的

方差 P (n, n − 1)，实际上是原系统方程的状态估计 x̂(n|n) 和估计误差方差 P (n|n)。因此，按照伪观测数据
Z (n− 1)求得的一部预测估计就是观测数据 Y (n)已知条件下的滤波估计。按照新观测方程求得的滤波估计是

原方程的平滑估计。

图 5: 连续 Kalman 滤波算法结构图
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图 6: 连续 Kalman 滤波算法

5.2 连续时间线性系统的 Kalman 滤波

对于连续系统 ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t) + v(t)

根据时间区间 [t0, t] 上获得的观测数据，求出 τ 时刻的状态 x(τ) 的最优线性估计 x̂(τ/t)，是观测值的线性函

数、无偏估计，且使估计误差的方差为极小。

连续系统的估计问题也可以分为预测问题 τ > t、滤波问题 τ = t 和平滑问题 τ < t。

5.2.1 滤波基本方程

假定 w(t),v(t) 为互不相关的零均值白噪声，且

Cov{w(t),w(τ)} = Q(t)δ(t− τ), Cov{v(t),v(τ)} = R(t)δ(t− τ)

初始状态 x(t0) 为随机向量且与 w(t),v(t) 独立。

令离散 Kalman 滤波算法中 n = t+∆t, n− 1 = t，采样间隔为 ∆t，则式子变为
x̂(t+∆t|t+∆t) = x̂(t+∆t|t) +K(t+∆t)[y(t+∆t)−C(t+∆t)x̂(t+∆t)]

x̂(t+∆t|t) = Φ(t+∆t, t)x̂(t|t)

K(n) = K(t+∆t) = P (t+∆t|t)CT (t+∆t)[C(t+∆t)× P (t+∆t|t)CT (t+∆t) +
R(t+∆t)

∆t
]−1

由前述知 Φ(t+∆t, t)I +A(t)∆t，则有

x̂(t+∆t|t+∆t) = [I +A(t)∆t]x̂(t|t) +K(t+∆t)[y(t+∆t)−C(t+∆t)x̂(t+∆t)]

则滤波估计为

˙̂x(t|t) = lim
∆t→0

x̂(t+∆t|t+∆t)− x̂(t|t)
∆t

= A(t)x̂(t|t) + lim
∆t→0

K(t+∆t)

∆t
× [y(t)−C(t)x̂(t|t)]
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由于 lim
∆t→0

x̂(t+∆t|t) = lim
∆t→0

[I +A(t)∆t]x̂(t|t)，则滤波估计方程为

˙̂x(t|t) = A(t)x̂(t|t) + K (t)[y(t)−C(t)x̂(t|t)]

Kalman 滤波增益阵为
K (t) = lim

∆t→0

K(t+∆t)

∆t
= P (t|t)CT (t)R−1(t)

估计误差的方差方程为

P (t+∆t|t) = Φ(t+∆t, t)P (t|t)ΦT (t+∆t, t) + Γ (t+∆t, t)
Q(t)

∆t
Γ (t+∆t, t)

由于 Γ (t+∆t, t) = Φ(t+∆t, t)G(t)∆t = [I +A(t)]G(t)∆t = G(t)∆t

代入可得

P (t+∆t|t) = P (t|t) + P (t|t)AT (T )∆t+A(t)P (t|t)∆t+A(t)P (t|t)AT (t)(∆t)2 +G(t)Q(t)GT (t)∆t

因此 lim
∆t→0

P (t+∆t|t) = P (t|t)
于是有

Ṗ (t|t) = lim
∆t→0

P (t+∆t|t+∆t)− P (t|t)
∆t

= lim
∆t→0

P (t+∆t|t)−K(t+∆t)C(t+∆t)P (t+∆t|t)− P (t|t)
∆t

= P (t|t)AT (t) +A(t)P (t|t) +G(t)Q(t)GT (t)− lim
∆t→0

K(t+∆t)C(t+∆t)P (t+∆t|t)
∆t

利用 Kalman 滤波增益阵可得滤波估计误差的方差满足 Riccati 微分方程

Ṗ (t|t) = P (t|t)AT (t) +A(t)P (t|t) +G(t)Q(t)GT (t)− K (t)C(t)P (t|t)

书 114 总结和方框图

5.2.2 预测估计基本方程

由状态方程可得

x(t2) = Φ(t2, t1)x(t1) +

∫ t2

t1

Φ(t2, τ)G(τ)w(τ)dτ

根据正交投影定理，当获得观测数据 Y (t1) 后，状态的预测估计

x̂(t2|t1) = Φ(t2, t1)x̂(t1|t1) + Ê

∫ t2

t1

Φ(t2, τ)G(τ)w(τ)dτ = Φ(t2, t1)x̂(t1|t1)

5.2.3 一般情况下的 Kalman 滤波算法

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) + z(t) + v(t)

z(t) 为确定性误差，白噪声 w(t),v(t) 均值均不为零且相关，且

Rw(t, τ) = Q(t)δ(t− τ), Rv(t, τ) = R(t)δ(t− τ), Rwv(t, τ) = S(t)δ(t− τ)
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由连续离散化关系

Q(n) =
Q(t+∆t)

∆t
R(n) =

R(t+∆t)

∆t
S(n) =

S(t+∆t)

∆t

以及渐进相等关系

Φ(t+∆t, t) = I +A(t)∆t,Γ (t+∆t, t) = G(t)∆t,θ(t+∆t, t) = B(t)∆t

代入离散滤波方程得连续 Kalman 滤波基本方程为

˙̂x(t|t) = A(t)x̂(t|t) +B(t)u(t) +G(t)mw(t) + K (t)[y(t)− z(t)−mv(t)−C(t)x̂(t|t)]

K (t) = [P (t|t)CT (t) +G(t)S(t)]R−1(t)

Ṗ (t|t) = P (t|t)AT (t) +A(t)P (t|t) +G(t)Q(t)GT (t)− K (t)C(t)K T (t)

且初值条件为 x̂(t0|t0) = mx(t0),P (t0|t0) = Rx(t0)

5.2.4 有声噪声情况下的连续 Kalman 滤波

和离散情况相同，下面只考虑观测噪声为有色噪声、过程噪声为白噪声，且有色噪声是白噪声激励一个线

性系统后的输出的情况。系统的数学模型为
ẋ(t) = A(t)x(t) +G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) + v(t)

v̇(t) = F (t)v(t) +H(t)ξ(t)

w(t), ξ(t) 都是零均值白噪声且互不相关，Rw(t, τ) = Q(t)δ(t− τ), Rξ(t, τ) = S(t)δ(t− τ)

仍采用变换观测方程的方法，令 z(t) = ẏ(t)− F (t)y(t)，且令C∗(t) = C(t)A(t) + Ċ(t)− F (t)C(t)

v∗(t) = C(t)G(t)w(t) +H(t)ξ(t)

且增广阵的自协方差和互协方差为

Rv∗(t, τ) = [C(t)G(t)Q(t)GT (t)CT (t) +H(t)S(t)HT (t)]δ(t− τ),Rwv∗(t, τ) = [Q(t)GT (t)CT (t)]δ(t− τ)

基本滤波公式为

˙̂x(t|t) = A(t)x̂(t|t) + K (t){ẏ(t)− F (t)y(t)− [C(t)A(t) + Ċ(t)− F (t)C(t)]x̂(t|t)}

K (t) = {P (t|t)[C(t)A(t) + Ċ(t)− F (t)C(t)]T +G(t)Q(t)GT (t)CT (t)}

{C(t)G(t)Q(t)GT (t)CT (t) +H(t)S(t)HT (t)}−1
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Ṗ (t|t) = P (t|t)AT (t) +A(t)P (t|t) +G(t)Q(t)GT (t)

− K (t){C(t)G(t)Q(t)GT (t)CT (t) +H(t)S(t)HT (t)}K T (t)

加入观测从 t0 开始，在 t0 时就能进行估计，因为 y(t0) = C(t0)x(t0) + v(t0)，因此线性最小方差估计是

y(t0) 的线性无偏函数，且具有最小估计误差方差。设 x̂(t0|t0) = M +Ny(t0)，则

E{x̂(t0|t0)} = M +NE{y(t0)} = E{x(t0)}

则M = E{x}(t0)−NE{y(t0)}
再根据最小方差要求，估计误差向量与空间 Y (t0) 正交，则有

Cov{[x(t0)− x̂(t0|t0)],y(t0)} = Cov{x(t0),y(t0)} −NV ar{y(t0)} = 0

则 N = Cov{x(t0),y(t0)}[V ar{y(t0)}]−1

因此 x(t0) 的线性最小方差估计为

x̂(t0|t0) = mx(t0) +Rx(t0)C
T (t0)[C(t0)Rx(t0)C

T (t0) + V ar{v(t0)}]−1[y(t0)−C(t0)mx(t0)]

初值估计误差的方差为

P (t0|t0) = E{[x(t0)− x̂(t0|t0)][x(t0)− x̂(t0|t0)]T }

= Rx(t0)−Rx(t0)C
T (t0)[C(t0)Rx(t0)C

T (t0) + V ar{v(t0)}]−1C(t0)Rx(t0)

5.2.5 平稳 Kalman 滤波

当系统是线性定常的，过程噪声和观测噪声是宽平稳的（即 Q,R 非时变），且两者互不相关，观测很早就

开始，那么系统的过程是平稳的，状态估计问题也变成平稳问题，可以忽略滤波器的瞬变过程，Ṗ (t|t) = 0，方

差微分 Riccati 方程变成代数方程

0 = PAT +AP +GQGT − K RK T

且增益矩阵也为常值 K = PCTR−1，滤波方程变为

˙̂x = Ax̂(t) + K [y(t)−Cx̂(t)]

此时平稳滤波估计问题和维纳-何甫方程在频域的求解结果一致，此时滤波器即是维纳滤波器，此时卡尔曼
算法和维纳算法是等价的。

5.3 状态估计问题和控制问题的对偶关系

对偶原理：求解一个线性系统的最小方差线性估计问题，等效于求解该系统的确定性对偶系统的线性最优

控制问题。 ẋ(t) = A(t)x(t) +G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) + v(t)
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在获得观测数据 Y (t1) 后，若要求得 aTx(t1) 的滤波估计 aT x̂(t1)，能使误差的方差最小且线性无偏，则

可以采用如下形式

aT x̂(t1) =

∫ t1

t0

uT (t)y(t)dt+ bTmx(t0)

因此求最优估计问题实际上是求取 uT (t), bT，使得性能指标 J = V ar[aTx(t1)− aT x̂(t1)] 达到最小。

源系统的对偶系统的状态方程为

ż(t) = −AT (t)z(t) +CT (t)u(t)

边界条件为 z(t1) = a，选择 b = z(t0)，使得估计无偏，则性能指标可以写为

J = zT (t0)Rx∗(t0)z(t0) +

∫ t1

t0

[zT (t)Q∗(t)z(t) + uT (t)R(t)u(t)]dt

其中 Rx∗(t0) = Rx(t0)−mx(t0)m
T
x (t0),Q

∗(t) = G(t)Q(t)GT (t)

为了使最优控制与标准形式相同，采用逆时间 t0 = T − t，则状态方程为

ż(t0) = AT (t0)z(t0)−CT (t0)u(t0)

初始条件为 z(t01) = a

二次型性能指标为

J = zT (t00)Rx∗(t
0
0)z(t

0
0) +

∫ t00

t01

[zT (t0)Q∗(t0)z(t0) + uT (t0)R(t0)u(t0)]dt0

5.4 Kalman 滤波器的性能分析

5.4.1 稳定性

稳定性：线性系统时间充分长后，x̂(n|n)将不再依赖于初值选取，有界输入对应有界估计，同时 P (n|n)亦
渐进不依赖于初值方差阵的选取。

线性系统的状态方程可写为

x̂(n) = Ψ (n, n− 1)x̂(n− 1) +K(n)y(n)

˙̂x(n) = Af (t)x̂(t) + K (t)y(t)

则系统的状态转移矩阵 Ψ (n, n − 1) = Φ(n, n − 1) − K(n)C(n)Φ(n, n − 1)，系统矩阵 Af (t) = A(t) −
K (t)C(t)。滤波稳定性即是上述两个方程的解的 Lyapunov 稳定性。

随机系统滤波稳定性的充分条件：系统是一致完全能控或一致完全能观，则最优滤波是大范围一致渐进稳

定的。

离散系统的滤波误差方差在 k ⩾ 2N 时满足

α

1 + (nβ)2
I ⩽ P (n|n) ⩽ 1 + (nβ)2

α
I

连续系统的滤波误差方差在 t ⩾ t0 +∆t 时满足

α

1 + (nβ)2
I ⩽ P (t|t) ⩽ 1 + (nβ)2

α
I
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推论：若系统是一致完全能控和一致完全能观的，且 P
(1)
0 和 P

(2)
0 是两个不同的初始估计误差的方差，则

存在常数 c3, c4 > 0，使得对所有 n ⩾ 0 或 t ⩾ t0，有

∥P (2)(n)− P (1)(n)∥ ⩽ c4e−c3n∥P (2)
0 − P

(1)
0 ∥

∥P (2)(t)− P (1)(t)∥ ⩽ c4e−c3(t−t0)∥P (2)
0 − P

(1)
0 ∥

5.4.2 模型误差

真实系统模型为 ẋ(t) = A(t)x(t) +G(t)w(t)

y(t) = C(t)x(t) + v(t)

但是 Kalman 滤波时却使用了不精确的模型 ˙̄x(t) = Ā(t)x̄(t) + Ḡ(t)w̄(t)

ȳ(t) = C̄(t)x̄(t) + v̄(t)

则实际估计误差和误差的方差满足

˙̃xa(t) = [Ā(t)− K̄ (t)C̄(t)]x̃a(t) + [∆A(t)− K̄ (t)∆C(t)]x(t) +G(t)w(t)− K̄ (t)v(t)

Ṗa(t) = [Ā(t)− K̄ (t)C̄(t)]Pa(t) + Pa(t)[Ā(t)− K̄ (t)C̄(t)]T

+ [∆A(t)K̄ (t)∆C(t)]Pxx̃a(t) + Pxx̃a(t)[∆A(t)K̄ (t)∆C(t)]T

+G(t)Q(t)GT (t) + K̄ (t)R(t)K̄ T (t)

只有当 ∆A = ∆C = 0 时，估计是无偏的。

5.4.3 发散

当观测数据逐渐增多时，滤波估计应越来越准确，方差应逐渐趋于零或稳态值，但实际中，真正的实际误

差有时却会大得不能允许甚至出现趋向无穷大的现象。

产生发散的主要原因是：(1) 系统模型不精确；(2) 计算过程中舍入误差引起的数值计算不稳定。
克服滤波发散可以：(1) 使用非线性模型；(2) 调整滤波算法；(3) 或改进数值计算的精度。
可以使用限定下界法限定增益矩阵（或误差方差等）减小的最小值，不会随时间增加趋于零。

次优滤波器

可以使用次优滤波器，如衰减记忆滤波或限定记忆滤波，增强新观测数据的作用，减小前观测数据的影响。

• 衰减记忆滤波：将 n+ 1 时量测噪声协方差增加为 R2(n+ 1)e
∑N

n+1 ci，离 N 越远权重越大。将 n+ 1 时

刻过程噪声协方差增加为 R1(n + 1)e
∑N

n+1 ci，P (n0|n0) 增加为 P (n0|n0)e
∑N

0 ci，这是指数衰减记忆滤波，

滤波算法为

x̂(n+ 1|n+ 1) = x̂(n+ 1|n) +K(n+ 1)[y(n+ 1)− Cx̂(n+ 1|n)]
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P (n+ 1|n+ 1) = P (n+ 1|n)CT [CP (n+ 1|n)CT +R2]
−1

滤波增益为 K(n+ 1) = P (n+ 1|n)CT [CP (n+ 1|n)CT +R2]
−1

将衰减因子由 eci 改为 s 则为几何极数衰减记忆滤波。

• 限定记忆滤波：ξ(n) = 0，使用 N 个量估计当前状态，状态空间为 Y (n) = {y(n0), · · · , y(d), y(d +

1), · · · , y(n− 1), y(n)}，则滤波算法为

x̂N (n|n) = Φ(n, n− 1)x̂N (n− 1|n− 1) +K(n)[y(n)− C(n)Φ(n, n− 1)x̂N (n− 1|n− 1)]

− K̄(n)[y(d)− C(d)Φ(d, n)Φ(n, n− 1)x̂N (n− 1|n− 1)]

PN (n|n) = [ΦT (n, n− 1)PN (n− 1|n− 1)−1Φ(n, n− 1) + C(n)TRT
2 (n)C(n)

− ΦT (d, n)CT (d)R−1
2 (d)C(d)Φ(d, n)]−1

其中卡尔曼滤波增益为 K(n|n) = PN (n|n)CT (n)R−1
2 (n), K̄(n|n) = PN (n|n)ΦT (d, n)CT (d)R−1

2 (d)。

自适应滤波

为了随时根据观测值修改系统数学模型，可以使用自适应滤波，将系统辨识和状态估计结合起来，不断观

测不断估计系统模型的不确定参数，对系统模型随时修正，不断进行状态估计。

平方根滤波算法

理论依据：若 B 是任意实矩阵，则 A = BTB 是对称非负定的；反之，若 A 是非负定的对称阵，则可以

找到 B 使得 BTB = A。

在 Kalman 滤波算法中，将估计误差方差分解如下

P (n|n) = ST (n|n)S(n|n)

其中 S =
√
P，则此时能保证 P 是对称非负定的，消除计算误差。
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