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1 矢量分析

1.1 三种坐标系

表 1: 三种坐标系的单位元

坐标系 直角坐标系 柱坐标系 球坐标系

单位向量 e⃗x, e⃗y, e⃗z e⃗ρ, e⃗ϕ, e⃗z e⃗r, e⃗θ, e⃗ϕ

元长度 d⃗l = e⃗xdx+ e⃗ydy + e⃗zdz d⃗l = e⃗rdρ+ e⃗ϕρdϕ+ e⃗zdz d⃗l = e⃗rdr + e⃗θrdθ + e⃗ϕr sin θdϕ

元面积
dS⃗ = e⃗xdydz + e⃗ydzdx

+e⃗zdxdy
dS⃗ = e⃗ρρdϕdz + e⃗ϕdρdz

+e⃗zρdρdϕ
dS⃗ = e⃗rr

2 sin θdϕdθ + e⃗ϕrdrdθ
+e⃗θr sin θdrdϕ

元体积 dV = dxdydz dV = ρdρdϕdz dV = r2 sin θdrdθdϕ

表 2: 三种坐标系的坐标变换

坐标系 坐标变换

直角坐标系 ρ =
√
x2 + y2, ϕ = arctan y

x , z = z r =
√
x2 + y2 + z2, θ =

arctan
√

x2+y2

z , ϕ = arctan y
x

柱坐标系 x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z r =
√
ρ2 + z2, θ = arctan ρ/z, ϕ = ϕ

球坐标系 x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ ρ = r sin θ, ϕ = ϕ, z = r cos θ

1.2 标量场与梯度

等势面方程：φ(x, y, z) = C

梯度 grad φ = ∇φ =
∂φ

∂x
e⃗x +

∂φ

∂y
e⃗y +

∂φ

∂z
e⃗z

1.3 矢量场与散度和旋度

矢量线方程：A⃗× d⃗l = 0

散度：divA⃗ = ∇ · A⃗ =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

旋度：rotA⃗ = ∇× A⃗ = (
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
)e⃗x + (

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
)e⃗y + (

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
)e⃗z

1.4 亥姆霍兹定理

任意一个矢量场都可以由它的散度、旋度和边界条件唯一确定。

F⃗ = −∇φ+∇× A⃗

其中位函数

φ =

∫
V ′

∇′ · F⃗ (r⃗′)

|R⃗|
dV ′, A⃗ =

∫
V ′

∇′ × F⃗ (r⃗′)

|R⃗|
dV ′

也即任意一个矢量场都可以拆成一个旋度为 0 的散度场和一个散度为 0 的旋度场之和。
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2 静电场

2.1 电场强度与电位

库仑定律：真空中两个点电荷之间的力，F =
1

4πε0

q1q2
R2

e⃗r

电场强度：单位正试探电荷放入电场中所受的力，E⃗ = lim
q0→0

F⃗

q0

对于点电荷，E⃗(r⃗) =
q

4πε0r2
e⃗r；对于连续分布的电荷，有: E⃗(r⃗) =

1

4πε0

∫
V ′

e⃗R
R2

dq

其中，对于不同形式的电荷，dq = ρdV ′ = σdS′ = τdl′

对于点电荷电场，静电力做功 WAB =
q

4πε0

∫ B

A

e⃗r · d⃗l
r2

=
q

4πε0
(
1

rA
− 1

rB
)

因此，静电场是保守场，

∮
l
E⃗ · d⃗l = 0，旋度 ∇× E⃗ = 0，存在一个标量函数使得 E⃗ = −∇φ。

对于点电荷，φ(r⃗) =
q

4πε0r
；对于连续分布的电荷，φ(r⃗) =

1

4πε0

∑ qk
r − r′k

2.1.1 静电场中的导体和电介质

导体为自由电荷可以在其中自由运动的物质，在外电场作用下，自由电荷的移动将累积在导体表面并建立

附加电场，直至附加电场和外电场抵消达到静电平衡状态。此时，导体为等位体，导体表面为等位面，导体表

面的场强必定垂直于表面，若导体带电，电荷只能分布于表面。

电介质中的电子被束缚而不能自由运动，在外电场作用下，正负电荷中心不再重合，形成电偶极子，电偶

极矩 p⃗ = qd⃗，称为介质极化。极化使得介质内部出现连续的电偶极子分布，形成附加电场。

电偶极子产生的电位 φ =
1

4πε0

p⃗ · e⃗r
r2

附加电场的电位为

φ(r⃗) =
1

4πε0

∫
V ′

P⃗ · e⃗R
R2

dV ′ =
1

4πε0

∫
V ′

−∇′ · P⃗
R

dV ′ +
1

4πε0

∮
S′

P⃗ · e⃗n
R

dV ′

其中极化体电荷 ρp = ∇′ · P⃗，极化面电荷 σp = P⃗ · e⃗n。

2.1.2 高斯定律

真空中，

∮
S
E⃗ · dS⃗ =

q

ε0

介质中，

∮
S
E⃗ · dS⃗ =

q + qP
ε0

=
1

ε0

∫
V
ρdV − 1

ε0

∮
P⃗ · dS⃗

故引入电位移（电通量密度）D⃗ = ε0E⃗ + P⃗，得

∮
S
D⃗ · dS⃗ =

∫
V
ρdV 微分形式为 ∇ · D⃗ = ρ

2.2 静电场基本方程

积分形式：


∮
S
D⃗ · dS⃗ =

∫
V
ρdV∮

l
E⃗ · d⃗l = 0

微分形式：

∇ · D⃗ = ρ

∇× E⃗ = 0

物性方程：D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ = εE⃗(各向同性线性介质)

2.3 静电场边值问题

2.3.1 分界面衔接条件

应用高斯定律的积分形式有 −D1n∆S +D2n∆S = σ∆S，故 D2n −D1n = σ
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应用环路特性有 E1t∆l1 − E2t∆l2 = 0，故 E1t = E2t

两种特殊情况：

• 当分界面上自由电荷面密度 σ = 0 时，设 D⃗ 与法线夹角分别为 α1, α2，则有
tanα1

tanα2
=

ε1
ε2

• 当介质 1 是导体时，E⃗ =
σ

ε
e⃗n

用电位表达如下：φ2 − φ1 = 0，ε1
∂φ1

∂n
− ε2

∂φ2

∂n
= σ

2.3.2 电位的泊松方程和拉普拉斯方程

将 D⃗ = εE⃗, E⃗ = −∇φ 代入高斯定律 ∇ · D⃗ = ρ 得

泊松（Posson）方程：∇2φ = −ρ

ε
在没有电荷作用的场域中，退化为拉普拉斯（Laplace）方程：∇2φ = 0

2.3.3 静电场的边界条件

第一类边界条件（Drichlet 问题）：给定区域边界上的电位值，φ|S = g1(r⃗)

第二类边界条件（Neumann 问题）：给定区域边界上的电位的法向导数值，∂φ

∂n
|S = g2(r⃗)

第三类边界条件（Robin 问题）：给定区域边界电位和电位的法向导数线性组合的值，(φ+ β
∂φ

∂n
)|S = g3(r⃗)

自然边界条件：如果场域伸展到无穷远处，在无限远处电位为有限值，即 lim
r→∞

rφ 存在。

2.3.4 唯一性定理

凡满足电位微分方程和给定边界条件的电位函数 φ，是给定静电场的唯一解。

2.3.5 镜像法

镜像法是电磁场的一种间接分析方法，理论基础是唯一性定理，实质是用研究区域外的虚设镜像电荷代替

边界未知电荷的分布，使计算场域为无限大均匀介质，原则是电荷分布、介质分布、边界条件不变，关键是确

定镜像电荷的个数、大小和位置，镜像电荷只能放在待求场域以外的区域。

(a) 接地无限大导体平板上方距离 d 有一点电荷 q，电位函数应满足 (1) 除点电荷 q 所在处之外 ∇2φ = 0；

(2) 在导体平面和无穷远边界电位 φ = 0。

在导体平面下方对称点处放置一点电荷 −q 并将无限大平板撤去，空间充满 ε0 的电介质，则任一点的电位

φ(x, y, z) =
q

4πε0
√
(x− d)2 + y2 + z2

− q

4πε0
√
(x+ d)2 + y2 + z2

(b) 在一半径为 R 的接地导体球外距球心 d 处有一点电荷 q，电位函数应满足 (1) 除点电荷 q 所在处之外

∇2φ = 0；(2) 在球面上和无穷远边界电位 φ = 0

设在点电荷与球心连线上距球心处 b 处放置一镜像电荷 −q′，

在球面上任取一点 P，则 φ(P ) =
q

4πε0
√
d2 +R2 − 2Rd cos θ

− q′

4πε0
√
b2 +R2 − 2Rb cos θ

= 0

解得：b =
R2

d
，q′ =

R

d
q，则任一点的电位

φ(r) =
q

4πε0

(
1

r
− R

d

1

r′

)
，其中 r, r′ 分别为到点电荷 q,−q′ 的距离。
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(c) 平面分界面 S 的左右半空间分别充满介电常数 ε1, ε2 的均匀介质，在左半空间距 S 距离为 d 处有一点

电荷 q，则电位函数满足 (1) 左右半平面分别有 ∇2φ1 = 0,∇2φ2 = 0；(2) 无穷远处电位 φ1 = 0, φ2 = 0；(3) 在
分界面 S 上满足衔接条件 φ1 = φ2, ε1

∂φ1

∂n
= ε2

∂φ2

∂n
认为左半平面的场由原来的点电荷 q 和像电荷 q′ 产生，此时介电常数 ε1 的介质充满空间；右半平面的场

由位于原来点电荷处的像电荷 q′′ 单独产生，此时介电常数 ε2 的介质充满空间。

φ1 =
1

4πε1

(
q

r1
+

q′

r2

)
, φ2 =

1

4πε2

q′′

r1

在 r1 = r2 即分界面 S 上，满足
q

ε1
+

q′

ε1
=

q′′

ε2
, q − q′ = q′′

解得 q′ =
ε1 − ε2
ε1 + ε2

q，q′′ =
2ε2

ε1 + ε2
q

(a) 接地无限大平板 (b) 接地导体球 (c) 左半空间 (d) 右半空间

2.4 部分电容

电容的定义：C =
Q

U
=

∮
D⃗ · dS⃗∫
E⃗ · d⃗l

= ε

∮
E⃗ · dS⃗∫
E⃗ · d⃗l

静电独立系统：电场分布只与系统各带电体的形状、尺寸、相互位置以及电介质的分布有关，和系统外的

带电体无关，并且所有的电位移从系统的带电体发出，终止与系统内的带电体上。

对于 n+ 1 个导体构成的静电独立系统，令各导体按 0 → n 顺序编号，则必有 q0 + q1 + · · ·+ qn = 0

[q] = [C][U ]，其中 C 为部分电容，部分电容均为正值，只与导体形状、尺寸、相互位置和介电常数有关，

[C] 是对称阵。

2.5 静电能量

静电能量的来源：电场建立过程中反抗电场力的外力所做的功。

A =

∫ 1

0
ndn

∫
V ′

φdq =

∫ 1

0
ndn

∫
V ′

φρdV ′ =
1

2

∫
V ′

φρdV ′

对于整个空间，有：

A =
1

2

∫
V
φ(∇ · D⃗)dV =

1

2

∫
V
(∇ · φD⃗)dV − 1

2

∫
V
∇φ · D⃗dV =

1

2

∮
S
φD⃗ · dS⃗ +

1

2

∫
V
E⃗ · D⃗dV

由于 φD⃗ · dS⃗ ∝ 1

r
· 1

r2
· r2 ∝ 1

r
→ 0(r → ∞) 故

1

2

∮
S
φD⃗ · dS⃗ = 0

因此静电能量 We =
1

2

∫
V
D⃗ · E⃗dV，静电能量密度 we =

1

2
D⃗ · E⃗



3 恒定电场 5

3 恒定电场

3.1 电流与电动势

3.1.1 电流

在导电媒质中，电荷的运动形成传导电流。在自由空间中，电荷的运动形成运流电流。

• 体电荷运动，形成电流（面）密度矢量，J⃗ = ρv⃗，电流 I =
∫
S J⃗ · dS⃗，元电流段 ρv⃗dV = J⃗dV。

• 面电荷运动，形成电流线密度矢量，K⃗ = σv⃗，电流 I =
∫
l K⃗ · e⃗ndl，元电流段 σv⃗dS = K⃗dS。

• 线电荷运动，形成线电流密度矢量，I⃗ = τ v⃗，电流 I = τv，元电流段 τ v⃗dl = τvd⃗l = Id⃗l。

电流连续性原理：根据电荷守恒，有

∮
S
J⃗ · dS⃗ = −∂q

∂t
，在恒定电场中

∮
S
J⃗ · dS⃗ = 0

欧姆定律：由 U = IR 得，对于元电流段，有 E⃗ · d⃗l = J⃗ · dS⃗ dl
γdS，故 J⃗ = γE⃗

焦耳定律：功率密度 p =
dA

dV dt =
NdAedV

dV dt =
Nf⃗ · d⃗l

dt =
N(−eE⃗) · v⃗dt

dt = J⃗ · E⃗

3.1.2 电动势

直流电源能将其他形式能量转换成电能，能把电源内导体分子的正负电荷分开，使得正负极之间的电压保

持恒定，维持一个恒定电场。电源中能将正负电荷分开的力 fe 称为局外力，作用于单位正电荷上的局外力 f⃗e/q

称为局外场强，E⃗e =
f⃗e
q
，由电源负极指向正极。

则电源电动势 E =

∫
l
E⃗e · d⃗l，通过含源导电媒质的电流 J⃗ = γ(E⃗ + E⃗e)

场强的环路积分：若环路经过电源，则

∮
l
(E⃗ + E⃗e) · d⃗l = E，若不经过电源，则

∮
l
E⃗ · d⃗l = 0

3.2 电源外的恒定电场基本方程

积分形式：


∮
S
J⃗ · dS⃗ = 0∮

l
E⃗ · d⃗l = 0

微分形式：

∇ · J⃗ = 0

∇× E⃗ = 0

物性方程：J⃗ = γE⃗

3.3 恒定电场边值问题

3.3.1 分界面衔接条件

由

∮
l
E⃗ · d⃗l = 0 得 E1t = E2t

由

∮
S
J⃗ · dS⃗ = 0 得 J1n = J2n

三种特殊情况：

• 介质各向同性时，设 J⃗ 与法线夹角分别为 α1, α2，则有
tanα1

tanα2
=

γ1
γ2
。

• 当 γ1 >> γ2 时，若 α1 ≠
π

2
，则 α2 很小，分界面附近不良导体内的电流密度近似与分界面垂直，可将分

界面近似看成等位面。
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• 介质 2 为理想介质 γ2 = 0，J1n = J2n = 0，E = E1t =
J1
γ1
，电流和导体表面平行，表面的场强不垂直于

分界面，分界面上有电荷分布，σ = (ε2 − ε1
γ2
γ1

)E2n = (ε2
γ1
γ2

− ε1)E1n

用电位表达，φ1 = φ2，γ1
∂φ1

∂n
= γ2

∂φ2

∂n

3.3.2 拉普拉斯方程

在均匀媒质中，将 J⃗ = γE⃗, E⃗ = −∇φ 代入 ∇ · J⃗ = 0 得 ∇2φ = 0

3.4 静电比拟

表 3: 恒定电场和静电场的对应物理量

静电场（ρ = 0 处） E⃗ φ D⃗ q ε

导电媒质中的恒定电场（电源外） E⃗ φ J⃗ I γ

3.5 部分电导

电导的定义：G =
I

U
=

∮
J⃗ · dS⃗∫
E⃗ · d⃗l

= γ

∮
E⃗ · dS⃗∫
E⃗ · d⃗l

利用静电比拟，可得
C

G
=

ε

γ
对于 n+ 1 个电极，令各电极按 0 → n 顺序编号，则必有 I0 + I1 + · · ·+ In = 0

[U ] = [R][I]，其中 R 为部分电阻，只与电极形状、尺寸、相互位置和电阻率有关，[R] 是对称阵。

[I] = [G][U ]，其中 G 为部分电导，自有部分电导均为正值，互有部分电导均为负值，且自有部分电导大于

互有部分电导的绝对值，只与电极形状、尺寸、相互位置和电导率有关，[G] 是对称阵。
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4 恒定磁场

4.1 磁场的基本物理量

4.1.1 磁感应强度

安培力定律：真空中两个细导线电流回路之间的作用力 F⃗ =
µ0

4π

∮
l

∮
l′

Id⃗l × (I ′d⃗l′ × e⃗R)

R2

毕奥-沙伐定律：B⃗ =
dF⃗
Id⃗l

=
µ0

4π

∮
l′

I ′d⃗l′ × e⃗R
R2

磁通连续性原理：Φm =
∫
S B⃗ · dS⃗，对于闭曲面，

∮
S B⃗ · dS⃗ = 0

4.1.2 磁介质的磁化

物质磁效应可以用等效的环形电流表示，称作分子电流，分子电流具有分子磁矩（磁偶极矩）m⃗ = IS⃗。把

物体放置在磁场中将会对分子磁矩有转矩作用使分子磁矩与外界磁场方向一致，磁化产生磁性。

在媒质内任取一块面积 S 周界 l，在边界上取元长度 d⃗l，在其附近磁化均匀，设分子电流面积为 a⃗，则取

a⃗ 为底，以 d⃗l 为高的圆柱，dIm = INa⃗ · d⃗l = Nm⃗ · d⃗l = M⃗ · d⃗l
则磁化电流密度 J⃗m = ∇× M⃗，在媒质分界面上，M⃗ × e⃗n = K⃗m

4.1.3 安培环路定律

真空中，

∮
l
B⃗ · d⃗l = µ0I

媒质中，

∮
l
B⃗ · d⃗l = µ0(I +

∮
l
M⃗ · d⃗l)

故引入磁场强度 H⃗ =
B⃗

µ0
− M⃗，得

∮
l
H⃗ · d⃗l = I，微分形式为 ∇× H⃗ = J⃗

4.2 恒定磁场基本方程

积分形式：


∮
S
B⃗ · dS⃗ = 0∮

l
H⃗ · d⃗l = I

微分形式：

∇ · B⃗ = 0

∇× H⃗ = J⃗

物性方程：B⃗ = µ0(H⃗ + M⃗) = µH⃗(各向同性线性介质)

4.3 恒定磁场的边值问题

4.3.1 分界面衔接条件

应用安培环路定律的积分形式有 H1t∆l1 −H2t∆l2 = K∆l1，故 H1t −H2t = K，当 K 与 H1t 构成右手螺

旋关系时取正值。

理论上，在理想导体、超导体表面才有可能有面电流 K 的存在。工程上，只有当集肤效应十分显著时，才

可以近似将表面电流视为面电流分布。

应用磁通连续性原理有 B1n∆S −B2n∆S = 0，故 B1n = B2n

折射定律：当分界面上电流线密度 K = 0 时，设 B⃗ 与法线夹角分别为 α1, α2，则有
tanα1

tanα2
=

µ1

µ2
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4.3.2 磁矢位

磁感应强度表达式可写为

B⃗ =
µ0

4π

∮
l′
J⃗ × e⃗R

R2
dV ′ =

µ0

4π

∮
l′
J⃗ ×

(
−∇ 1

R

)
dV ′ =

µ0

4π

∮
l′

(
∇× J⃗

R

)
dV ′ = ∇×

(µ0

4π

∫
V ′

J⃗

R
dV ′ +∇h+ C

)
由磁场的无散性引入磁矢位 B⃗ = ∇× A⃗，遵循库仑规范：∇ · A⃗ = 0

∇×∇× A⃗ = ∇(∇ · A⃗)−∇2A⃗ = −∇2A⃗ = µJ⃗，即得到磁矢位的泊松方程：∇2A⃗ = −µJ⃗

得 A⃗ =
µ

4π

∫
V ′

J⃗dV ′

R

衔接条件 A⃗1 = A⃗2, (
1

µ1
∇× A⃗1 −

1

µ2
∇× A⃗2)× e⃗n = K⃗

对于平行平面磁场，有 A1 = A2,
1

µ1

∂A1

∂n
− 1

µ2

∂A2

∂n
= K

4.3.3 磁位

在没有电流分布的区域内，∇×H⃗ = 0，此时引入磁位 H⃗ = −∇φm，磁压 UmAB =
∫
AB H⃗ · d⃗l = φmA−φmB，

但是磁压与积分路径有关，即磁位具有多值性。

∇· B⃗ = ∇· (µH⃗) = ∇· (−µ∇φm) = −∇φm ·∇µ−µ∇·∇φm = 0，即得到磁位的拉普拉斯方程：∇2φm = 0

衔接条件：φm1 = φm2, µ1
∂φm1

∂n
= µ2

∂φm2

∂n

4.4 磁场能量

磁场能量的来源：磁场建立过程中外力克服电动势所做的功。

对于单回路，由于 dA = uidt = L
di
dt idt = Lidi，故 Wm =

∫
dA =

1

2
LI2

对于多回路，

Wm =

∫
dA =

∫ n∑
k=1

d(mΨk)

dt mIkdt =
n∑

k=1

IkΨk

∫ 1

0
mdm =

1

2

n∑
k=1

IkΨk

将 Ψk =
∮
lk
A⃗ · d⃗l 代入得 Wm =

1

2

∫
V A⃗ · J⃗dV =

1

2

∫
V A⃗ · (∇× H⃗)dV，

Wm =
1

2

∫
V
∇ · (H⃗ × A⃗)dV +

1

2

∫
V
H⃗ · (∇× A⃗)dV =

1

2

∮
S
(H⃗ × A⃗) · dS⃗ +

1

2

∫
V
H⃗ · B⃗dV

由于 H⃗ × A⃗ · dS⃗ ∝ 1

r2
· 1
r
· r2 ∝ 1

r
→ 0(r → ∞) 故

1

2

∮
S
(H⃗ × A⃗) · dS⃗ = 0

磁场能量 Wm =
1

2

∫
V
H⃗ · B⃗dV，磁场能量密度 wm =

1

2
H⃗ · B⃗
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5 时变电磁场

5.1 麦克斯韦的两大假设

5.1.1 电磁感应定律

法拉第电磁感应定律：E = −∂Ψ

∂t
= − ∂

∂t

∫
S
B⃗ · dS⃗

麦克斯韦的假设 1：变化磁场产生感应电场 E⃗i，电磁感应定律无需回路存在，则总场强 E⃗ = E⃗c + E⃗i。

感应电场的基本方程：

∇× E⃗i = −∂B⃗

∂t

∇ · E⃗i = 0

5.1.2 全电流定律

对于含容交变电流电路，安培环路定律不成立，电流不连续。

麦克斯韦的假设 2：电容器极板间存在位移电流密度，J⃗d =
∂D⃗

∂t
，则全电流 J⃗ = J⃗c + J⃗d。

位移电流有磁效应，能激发磁场，但无热效应，不产生焦耳热，实质是变化的电场产生磁场。

5.2 麦克斯韦方程组

积分形式：



∮
l
H⃗ · d⃗l =

∫
S
(J⃗ +

∂D⃗

∂t
) · dS⃗∮

l
E⃗ · d⃗l = −

∫
S

∂B⃗

∂t
· dS⃗∮

S
B⃗ · dS⃗ = 0∮

S
D⃗ · dS⃗ = q

微分形式：



∇× H⃗ = J⃗ +
∂D⃗

∂t

∇× E⃗ = −∂B⃗

∂t

∇ · B⃗ = 0

∇ · D⃗ = ρ

对于各向同性的媒质，有辅助方程（构成关系）：D⃗ = εE⃗, B⃗ = µH⃗, J⃗ = γE⃗

给出初始条件和边界条件并给定电荷、电流的分布，则可以由麦克斯韦方程组确定唯一的电磁场。

电场和磁场相互耦合、相互为源，可以脱离电荷和电流独立存在，在空间中以电磁波形式传播。
∇2H⃗ − µγ

∂H⃗

∂t
− µε

∂2H⃗

∂t2
= 0

∇2E⃗ − µγ
∂E⃗

∂t
− µε

∂2E⃗

∂t2
= 0

5.3 时变电磁场的边值问题

5.3.1 分界面的衔接条件

B1n = B2n, D2n −D1n = σ,H1t −H2t = K,E1t = E2t

两种特殊情况：

• 两种理想介质分界面，K = 0, σ = 0，则 H2t = H1t, E2t = E1t, B2n = B1n, D2n = D1n，满足折射定律：
tanα1

tanα2
=

ε1
ε2

,
tanβ1
tanβ2

=
µ1

µ2
。

• 当媒质 1 为理想导体时，有 H2t = K,B2n = 0, E2t = 0, D2n = σ
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5.3.2 动态位

由 ∇·B⃗ = 0引入矢量位 B⃗ = ∇×A⃗，代入 ∇×E⃗ = −∂B⃗

∂t
得 ∇×(E⃗+

∂A⃗

∂t
) = 0，引入标量位 E⃗+

∂A⃗

∂t
= −∇φ

标量位 φ 和矢量位 A⃗ 随时间变化，称作动态位函数，简称动态位。满足洛伦兹规范：∇ · A⃗+ µε
∂φ

∂t
= 0

代入 ∇× H⃗ = J⃗ +
∂D⃗

∂t
和 ∇ · D⃗ = ρ 得达朗贝尔方程

∇2A⃗− µε
∂2A⃗

∂t2
= −µJ⃗

∇2φ− µε
∂2φ

∂t2
= −ρ

ε
达朗贝尔方程的解为：

A⃗(r⃗, t) =
µ

4π

∫
V

J⃗(r⃗′, t− R
v )

R
dV ′, φ =

1

4πε

∫
V

ρ(r⃗′, t− R
v )

R
dV ′

激励源在 t 时刻的作用，要经过一个推迟时间
R

v
才能到达场点，这个时间也正是电磁波的传播时间，因此

也称动态位为推迟位，电磁波传播速度 v =
1

√
µε

5.4 电磁功率流

电磁场能量为 W =

∫
V
(
1

2
D⃗ · E⃗ +

1

2
B⃗ · H⃗)dV

∂W

∂t
=

∫
V
(E⃗ · ∂D⃗

∂t
+ H⃗ · ∂B⃗

∂t
)dV

=

∫
V
(E⃗ · ∇ × H⃗ − E⃗ · J⃗ − H⃗ · ∇ × E⃗)dV

= −
∫
V
(∇ · (E⃗ × H⃗) + E⃗ · J⃗)dV

= −
∫
V
J⃗ · E⃗dV −

∮
A
(E⃗ × H⃗) · dA⃗

将 E⃗ =
J⃗

γ
− E⃗e 代入得电磁能流定理（坡印亭定理）：

∮
A
(E⃗ × H⃗) · dA⃗ = −∂W

∂t
−

∫
V

J2

γ
dV +

∫
V
J⃗ · E⃗edV

式子左端表示向外输送的电磁能量，右端分别表示体积内减少的电磁能量、焦耳热损耗的能量和电源提供

的能量。

坡印亭矢量 S⃗ = E⃗ × H⃗，表示单位时间内通过垂直于能量传播方向的单位面积的电磁能量。

5.5 正弦电磁场

E⃗(x, y, z, t) = Exm(x, y, z) cos(ωt+ ϕx)e⃗x + Eym(x, y, z) cos(ωt+ ϕy)e⃗y + Ezm(x, y, z) cos(ωt+ ϕz)e⃗z

令
˙⃗
E(x, y, z) =

1√
2
Exm(x, y, z)ejϕx e⃗x +

1√
2
Eym(x, y, z)ejϕy e⃗y +

1√
2
Ezm(x, y, z)ejϕz e⃗z

得 E⃗(x, y, z, t) = Re[ ˙⃗E(x, y, z)
√
2ejωt]
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5.5.1 麦克斯韦方程组的复数形式

∇× ˙⃗
H =

˙⃗
J + jω ˙⃗

D

∇× ˙⃗
E = −jω ˙⃗

B

∇ · ˙⃗
B = 0

∇ · ˙⃗
D = ρ̇

构成关系：
˙⃗
D = ε

˙⃗
E,

˙⃗
B = µ

˙⃗
H,

˙⃗
J = γ

˙⃗
E

5.5.2 坡印亭定理的复数形式

坡印亭矢量瞬时值 S⃗(t) =
√
2E⃗ cos(ωt+ ϕE)×

√
2H⃗ cos(ωt+ ϕH)

一个周期的平均值 S⃗av = (E⃗ × H⃗) cos(ϕE − ϕH) = Re[ ˙⃗E × ˙⃗
H∗]

复坡印亭矢量
˜⃗
S =

˙⃗
E × ˙⃗

H∗

对复坡印亭矢量取散度并展开得复数形式坡印亭定理

−
∮
A
(
˙⃗
E × ˙⃗

H∗) · dA⃗ =

∫
V

| ˙⃗J |2

γ
dV + jω

∫
V
(µ| ˙⃗H|2 − ε| ˙⃗E|2)dV −

∫
V

˙⃗
Ee ·

˙⃗
J∗dV

左边表示流入闭合面的复功率，右边分别表示导电媒质消耗的功率即有功功率 P、电磁能量的平均值即无功功

率 Q 和电源提供的复功率。

5.5.3 达朗贝尔方程的复数形式∇2 ˙⃗
A+ β2 ˙⃗

A = −µ
˙⃗
J

∇2φ̇+ β2φ̇ = − ρ̇

ε

其中 β = ω
√
µε 称为相位常数，时间上推迟 ∆t =

R

v
，相位上滞后 ω∆t = ω

R

v
= βR，可以衡量单位长度

内全波的数目，又称波数或空间频率，因此动态位也称作滞后位。

动态位的复数解形式为：

˙⃗
A =

µ

4π

∫
V

˙⃗
Je−jβR

R
dV ′, φ̇ =

1

4πε

∫
V

ρ̇e−jβR

R
dV ′

5.6 电磁辐射

单位偶极子天线是一段长 ∆l 的载流细导线，长度和横截面积都比电磁波长和与观察点距离小得多，认为

电流均匀同相，任一观察点到天线距离相同。
˙⃗
H =

İ∆l

4πr2
e−j 2π

λ
r(1 + j2πr

λ
) sin θe⃗ϕ

˙⃗
E =

√
µ0

ε0

İ∆l

2πr2
e−j 2π

λ
r(1− j λ

2πr
) cos θe⃗r +

√
µ0

ε0

İ∆l

4πr2
e−j 2π

λ
r(1 + j2πr

λ
− j λ

2πr
) sin θe⃗θ

5.6.1 近区场

当 r << λ 时，含有 r
λ 的高次项可忽略且 e−j 2π

λ
r ≈ 1，令 ṗ =

İ∆l

jω 。
˙⃗
H =

İ∆l sin θ

4πr2
e⃗ϕ

˙⃗
E =

2ṗ cos θ
4πε0r3

e⃗r +
ṗ sin θ

4πε0r3
e⃗θ

近区的电磁场的场和源相位相同，推迟效应可忽略，与恒定电磁场分布特性完全相同，电场滞后于磁场 90◦，

平均能流为零，只有电能和磁能的交换。
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5.6.2 远区场

当 r >> λ 时，含有 r
λ 的低次项可忽略，略去零次项和负一次项，仅保留一次项。

˙⃗
H = j İ∆l sin θ

2λr
e−j 2πr

λ e⃗ϕ

˙⃗
E =

√
µ0

ε0
j İ∆l sin θ

2λr
e−j 2πr

λ e⃗θ

远区电磁场相位随 r 的增大而不断落后，电场和磁场具有行波的性质，同一个球面上具有相同的相位为等

相面，电磁波是球面波。在空间上，电场、磁场和波传播方向相互垂直，且幅值之比 Z0 =
Ėθ

Ḣϕ

=

√
µ0

ε0
= 120πΩ

称为波阻抗。远区电场强度、磁场强度、坡印亭矢量都和角度有关，电磁波具有一定的方向性。

穿过半径为 r 的球面向外辐射的总电磁功率 P =

∮
A

Re[ ˜⃗S] · dA⃗ = I2[80π2(
∆l

λ
)2] 称 Re = 80π2(

∆l

λ
)2 为单

位偶极子天线的辐射电阻，表征天线辐射电磁能量的能力。
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6 准静态电磁场

6.1 电准静态场

当感应电场远小于库仑电场即
∂B⃗

∂t
≈ 0 时，电准静态场（EQS）具有和静电场类似的有源无旋性。

常见的电准静态场：电力传输系统中的高压电场、电子器件附近的电场、低频交流下平板电容器中的电场。

对 ∇× H⃗ = J⃗ +
∂D⃗

∂t
取散度可得

∂ρ

∂t
+

γ

ε
ρ = 0

通解为 ρ = ρ0(x, y, z)e−t/τe，其中 τe =
ε

γ
称为弛豫时间，说明导体中自由电荷体密度按指数形式衰减。

电位的通解 φ =
∫
V

ρ0
4πεR

e−t/τedV = φ0(x, y, z)e−t/τe，同样按指数形式衰减。

6.2 磁准静态场

当位移电流远小于传导电流即
∂D⃗

∂t
≈ 0 时，磁准静态场（MQS）具有和静磁场类似的有旋无源性。

似稳条件：导体中 ωε << γ，介质中 βr << 1 或 r << λ

常见的磁准静态场：低频下电磁装置（电机、变压器、磁悬浮等）中的磁场、电工技术中的涡流问题。

磁准静态场是交流电路的场理论的基础，在磁准静态场条件下，基尔霍夫定律才能成立。

由 ∇× H⃗ = J⃗ 两边取旋度并消去 J⃗，

得 ∇2H⃗ = µγ
∂H⃗

∂t
,∇2E⃗ = µγ

∂E⃗

∂t
,∇2J⃗ = µγ

∂J⃗

∂t
。

6.3 集肤效应

集肤效应：当交变电流流过导体时，靠近导体表面电流密度大，越深入导体内部，电流密度越小，当频率

很高时，几乎只在导体表面附近一薄层中存在。

电流密度矢量的微分方程在一维情况下的解是幅值以 e−αx 的指数形式衰减、相位以 e−jβx 的形式移动。其

中 k = α+ jβ =
√

jωµγ =

√
ωµγ

2
(1 + j)

透入深度：表示场量在良导体中的集肤程度，等于场量振幅衰减为 1
e 时所经过的距离，d =

1

α
=

√
2

ωµγ
。

交流内阻抗：交流情况下由于集肤效应，电流和电磁场集中于表面附近，导致实际载流面积减小，此时导

体的电阻和电抗与直流时不同。

R =
1

I2
Re[−

∮
A
(
˙⃗
E × ˙⃗

H∗) · dA⃗], X =
1

I2
Im[−

∮
A
(
˙⃗
E × ˙⃗

H∗) · dA⃗]
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