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1 电磁转矩和空间矢量

1.1 电磁转矩

1.1.1 机电能量转换原理

单线圈励磁

图 1.1: 双绕组线圈励磁磁路

对于单线圈励磁的磁路，磁通可表示为

ψA = ψσA + ψmA = LσAiA + LmAiA = LAiA

其中 LmA = N2
AΛmδ 为励磁电感，LσA 为漏电感，LA 为自感。

图 1.2: 磁路的 ψ − i 曲线

磁通从 0 增长到 ψmA 时，磁链从 0 增长到 ΨmA，磁场能量 Wm 为

Wm =

∫ ΨmA

0
iAdΨ
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以电流为自变量，对磁链进行积分，则有磁共能 W ′
m 为

W ′
m =

∫ iA

0
ΨmAdi

两者满足

Wm +W ′
m = iAΨmA

忽略铁心磁路的磁阻时，ψ − i 曲线是一条直线，则有

Wm =W ′
m =

1

2
iAψmA =

1

2
LmAi

2
A =

1

2
fABδS =

1

2

B2
δ

µ0
Vδ

双线圈励磁

对双线圈励磁的磁路，磁通可表示为

ψA = LσAiA + LmAiA + LABiB = LAiA + LABiB

其中 LAB = NANBΛδ 为互感。

磁场能量 Wm 为

Wm(ψA, ψB) =

∫ ΨA

0
iAdΨ +

∫ ΨB

0
iBdΨ

以电流为自变量，对磁链进行积分，则有磁共能 W ′
m 为

W ′
m(iA, iB) =

∫ iA

0
ΨAdi+

∫ iB

0
ΨBdi

两者满足

Wm +W ′
m = iAΨA + iBΨB

若磁路为线性，则有

Wm =W ′
m =

1

2
iAψA +

1

2
iBψB =

1

2
LAi

2
A + LABiAiB +

1

2
LBi

2
B

机电能量转换

图 1.3: 定转子结构的机电装置
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A 为定子绕组，B 为转子绕组，且 NA = NB，气隙是均匀的。转子旋转时，定转子的励磁电感 LmA, LmB

不变且相等，但互感与位置有关，即

LAB(θr) = LBA(θr) =MAB cos θr

因此磁能（磁共能）除了是磁链（电流）的函数外，还是转角 θr 的函数，则磁能和磁共能的全微分为

dWm =
∂Wm

∂ψA
dψA +

∂Wm

∂ψB
dψB +

∂Wm

∂θr
dθr = iAdψA + iBdψB +

∂Wm

∂θr
dθr

dW ′
m =

∂W ′
m

∂iA
diA +

∂W ′
m

∂iB
diB +

∂W ′
m

∂θr
dθr = ψAdiA + ψBdiB +

∂Wm

∂θr
dθr

在 dt 时间内转子转过 dθr，则受到的电磁转矩克服机械转矩所做的机械功为

dWmech = tedθr = dWe − dWm

= (iAdψA + iBdψB)− (iAdψA + iBdψB +
∂Wm

∂θr
dθr) = −∂Wm

∂θr
dθr

= (iAdψA + iBdψB)− d(iAψA + iBψB −W ′
m) = −(ψAdiA + ψBdiB) + dW ′

m

因此电磁转矩为

te = −∂Wm(ψA, ψB, θr)

∂θr
=
∂W ′

m(iA, iB, θr)

∂θr

即当转子产生微小位移时，电磁转矩方向与系统磁能减小的方向或系统磁共能增大的方向相同。

利用式子 Wm =W ′
m

1
2LAi

2
A + LABiAiB + 1

2LBi
2
B 对磁共能求偏导得

te = iAiB
∂LAB(θr)

∂θr
= −iAiBMAB sin θr

转子不动时，dWmech = 0，电源的净电能全部转换为磁场储能；转子旋转时，部分磁场能量会释放转化为

机械能。此时感应电动势为

eA = −dψA
dt = − d

dt [LAiA + LAB(θr)iB] = −
[
LA

diA
dt + LAB(θr)

diB
dt + iB

∂LAB(θr)

∂θr

dθr
dt

]
其中第一项和第二项是 θr = Const，即绕组 A 和绕组 B 相互静止时电流变化引起的感应电动势，称为变压器
电动势；第三项是因转子运动使绕组 A 和绕组 B 相对位置发生位移引起的感应电动势，称为运动电动势。
电源输入绕组的净电能为

dWe = ψAdiA + ψBdiB + 2iAiB
∂LAB(θr)

∂θr
dθr

前两项为电流变化产生变压器电动势所吸收的电能，第三项是转子旋转引起的运动电动势吸收的电能。

由磁场储能转换的机械能为

dWmech = tedθr = iAiB
∂LAB(θr)

∂θr
dθr

磁场的能量变化，是由绕组中的变压器电动势从电源吸收的全部电能加上运动电动势从电源吸收的 1/2 的
电能所提供，运动电动势吸收的另外 1/2 电能称为转换功率，由电能转换为机械功率。产生感应电动势是耦合
场吸收电能的必要条件，产生运动电动势是耦合场实现机电能量转换的关键，运动电动势和电磁转矩构成了一

对机电耦合项，是机电能量转换的核心部分。



1 电磁转矩和空间矢量 4

1.1.2 电机的电磁转矩

电磁转矩的生成

励磁磁通为

ϕmA =
2

π
BmAmaxlrτ = DrlrBmAmax =

1

N B
MABiA

其中 τ 为极距，Dr 为转子外径，满足 πDr = 2τ

对线圈 B，电磁力为

feB = NBiBlrBmAmax sin θr =
1

D r
ϕmAiB sin θr =

1

D r
iAiBMAB sin θr

线圈 B’ 受到的电磁力与线圈 B 大小相等方向相同，则绕组 B 产生的电磁转矩为

te =
Dr

2
(feB + feB′) = iAiBMAB sin θr =

1

Lm
ψmAψmB sin θr

由于励磁磁链

ψm = ϕmN =
2

π
BmmaxlrτN

因此在机电结构装置确定后，磁链仅取决于磁场幅值，ψmA, ψmB 分别代表了定转子绕组 A 和 B 产生的径向磁
场，θr 为两磁场轴线的空间相位角。电磁转矩可以看成是定转子径向励磁磁场相互作用的结果。

三种电机的电磁转矩

对于直流电机，将转子绕组改造为换向器绕组，使得定转子磁场轴线相对静止。将换向器绕组等效为 q 轴
上的 q 轴线圈，q 轴线圈运动但是产生的磁场却静止不动，称为伪静止线圈。电磁转矩满足

te = if iqLmf = ψf iq

对于三相同步电机，将定子绕组改为三相对称绕组并通入三相对称正弦电流产生旋转磁场，旋转磁场轴线

在转子 dq 轴系下空间相位角 β。将定子的三相绕组等效为 s 轴上的单轴线圈 s，将转子的分布绕组等效为集中
绕组 f。电磁转矩实际方向使 β 减小，对于隐极同步电机，电磁转矩为

te = isifLm sinβ = ψf is sinβ

对于凸极式电机，定子绕组自感为

LA(θr) =
1

2
(Ld + Lq) +

1

2
(Ld − Lq) cos 2θr = L0 +∆L cos 2θr

以逆时针为正，由转子转动使气隙磁导发生变化引起的磁阻转矩为

te = −∆Li2A sin 2θr = −1

2
(Ld − Lq)i

2
A sin 2θr

则电磁转矩为

te = isifLm sinβ +
1

2
(Ld − Lq)i

2
s sin 2β = ψf is sinβ +

1

2
(Ld − Lq)i

2
s sin 2β

对于三相感应电机，定子绕组改为三相对称绕组并通入三相对称正弦电流产生旋转磁场，转子绕组也改为

三相对称绕组且短接。将定子绕组等效为 s 轴线圈，转子绕组等效为 r 轴线圈，电磁转矩为

te = −isirMsr sin θsr
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电磁转矩的控制

对于电动机，机械运动方程为

te = J
dΩr
dt +RΩΩr + tL

其中 tL 为负载转矩，包括电动机空载损耗引起的恒定的阻力转矩的空载转矩；Ωr 为转子机械角速度；J 为系

统转动惯量；RΩ 为阻尼系数。

若电气传动对旋转角位移提出控制要求，构成位置随动系统，又称伺服系统，此时有

te = J
d2θΩ
dt2 +RΩ

dθΩ
dt + tL

不论是控制负载运动的转速或者角位移，都是通过控制转矩 te− tL 实现的。因此对电动机的控制归根结底

是对电磁转矩的控制。

1.2 空间矢量

在电机内，可以将在空间按正弦分布的物理量表示为空间矢量 r = Rejθ。

1.2.1 磁动势矢量

实际绕组会用整距或短距分布代替以产生梯形磁动势波，此时 A 相绕组产生的磁动势波的基波幅值为

FA(t) =
4

π

1

2
Nskws1iA(t) =

4

π

1

2
Nskws1

√
2Is cos(ωst+ ϕ1) = F1 cos(ωst+ ϕ1)

对应的空间矢量为

fA = FA(t)ej0◦ == F1 cos(ωst+ ϕ1)ej0◦

三相绕组产生的基波合成磁动势为

fs = fA + fB + fC = a0FA(t) + aFB(t) + a2FC(t) =
4

π

1

2
Nskws1[a

0iA(t) + aiB(t) + a2iC(t)]

其中空间算子 a0 = ej0◦ , a = ej120◦ , a2 = ej240◦

定子电流为三相对称正弦电流时，则有

fs =
3

2
F1ej(ωst+ϕ1)

转子基波分量为

Fa(t) =
4

π

1

2
Nrkwr1ia(t) =

4

π

1

2
Nrkwr1

√
2Ir cos(ωf t+ ϕ2) = F2 cos(ωf t+ ϕ1)

转子基波合成磁动势

fr = [a0FA(t) + aFB(t) + a2FC(t)]ejθr

正弦稳态下，磁动势为

fr =
3

2
F2ej(ωst+ϕ2)

若取转子 a 轴作为复平面的实轴，则转子磁动势

fabcr =
3

2
F2ej(ωf t+ϕ2) = fre−jθr

因此转子磁动势

fr = [a0FA(t)ejθr + aFB(t)ejθr + a2FC(t)ejθr ]ej0◦

说明变换后转子 abc 轴系已经是静止轴系，转子 a 轴与定子 A 轴一致。将转子磁动势矢量从转子 abc 系
变换到定子 ABC 系，相当于以一个静止的转子代替实际旋转的转子，并用转差频率 ωf 代替定子电角频率 ωs，

保持电流幅值不变。从机电能量转换角度看，两者是等效的。这就是电机学的转子频率归算。在进行绕组归算，

即可使用变换后的模型分析转矩生成与控制。
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1.2.2 电流电压矢量

在 fs 轴线上的单轴线圈的电流即为定子电流空间矢量

is =

√
2

3
(a0iA + aiB + a2iC)

在 ABC 轴系内，转子电流矢量

is =

√
2

3
(a0iA + aiB + a2iC)ejθr =

√
2

3
(a0i′A + ai′B + a2i′C)

正弦稳态下，分别有

is =
√
3Isej(ωst+ϕ1) |is| =

√
3Is

ir =
√
3Irej(ωst+ϕ2) |ir| =

√
3Ir

电机稳态运行时，定转子单轴线圈通入的均是恒定直流，定转子单轴线圈同步旋转，空间相位 θsr 保持不

变，从电磁转矩生成的角度看，相当于将一台三相感应电动机变换为一台直流电动机，不过定转子轴线不正交，

电刷逆时针旋转了 θsr − 90◦ 电角度。

将外加相电压与相绕组产生的磁动势和磁场联系起来时，电压也可以被赋予空间含义，此时定子电压矢量

可以表示为

us =

√
2

3
(a0uA + auB + a2uC)

1.2.3 磁链矢量

由于磁感应强度 B 是微观磁量，反应某一点磁场值，不能表示磁场整体的变化和对外的作用，因此不能代

替空间矢量。由于磁通

ϕmA =

∫ π
2

−π
2

lsRsBgAmax cos θdθ = 2

π
BgAmaxlsτ

为磁感应强度在一个极下的集合，更能反应磁场整体性，在电机结构确定后，仅与磁场幅值成正比，因此定义

磁通为空间矢量。磁链与磁通存在固定倍比关系，因此也是空间矢量。定转子磁链矢量分别为

ψs =

√
2

3
(a0ψA + aψB + a2ψC)

ψr =

√
2

3
(a0ψa + aψb + a2ψc)ejθr

令 Lm1 为定转子各相绕组励磁电感，Lsσ 为定子漏电感，Lrσ 为转子漏电感，则定转子自感分别为

LA = LB = LC = Ls1 = Lm1 + Lsσ

La = Lb = Lc = Lr1 = Lm1 + Lrσ

定子绕组间互感和转子绕组间互感分别为

LAB = LBA = LAC = LCA = LBC = LCB = Lm1 cos 120◦ = −1

2
Lm1

Lab = Lba = Lac = Lca = Lbc = Lcb = Lm1 cos 120◦ = −1

2
Lm1
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定转子间互感为

LAa = LaA = LBb = LbB = LCc = LcC = Lm1 cos θr
LAc = LcA = LBa = LaB = LbC = LCb = Lm1 cos(θr − 120◦)

LAb = LbA = LCa = LaC = LcB = LBc = Lm1 cos(θr + 120◦)

三相电机的磁链方程为

ψA

ψB

ψC

ψa

ψb

ψc


=



LA LAB LAC LAa LAb LAc

LBA LB LBC LBa LBb LBc

LCA LCB LC LCa LCb LCc

LaA LaB LaC La Lab Lac

LbA LbB LbC Lba Lb Lbc

LcA LcB LcC Lca Lcb Lc





iA

iB

iC

ia

ib

ic


=

[
Lss Lsr

Lrs Lrr

]


iA

iB

iC

ia

ib

ic


利用 iA + iB + iC = 0 和 i′a + i′b + i′c = 0，定转子磁链方程分别可以写成

ψA

ψB

ψC

 = Lss


iA

iB

iC

+Lsr


i′a

i′b

i′c

 = (Lsσ +
3

2
Lm1)


iA

iB

iC

+
3

2
Lm1


i′a

i′b

i′c



ψ′
a

ψ′
b

ψ′
c

 = Lrs


iA

iB

iC

+Lrr


i′a

i′b

i′c

 =
3

2
Lm1


iA

iB

iC

+ (Lrσ +
3

2
Lm1)


i′a

i′b

i′c


第二行乘以 a，第三行乘以 a2，两边同乘

√
2

3
，可得磁链矢量方程

ψs = Lsis + Lmir

ψr = Lmis + Lrir

当与电机绕组交链的磁通变化时，产生的感应电动势矢量为

e = −dψ
dt =

√
2

3
(a0eA + aeB + a2eC)

1.2.4 电磁转矩的矢量表达

直流电动机：te = p0ψf × iq
三相感应电动机：te = p0ψs × is
三相同步隐极电动机：te = p0ψf × is
三相同步凸极电动机：te = p0ψs × is

1.2.5 坐标变换

磁动势等效是坐标变换的原则和基础。
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图 1.4: Clark 变换

三相静止 ABC轴系到两相静止 DQ轴系的变换，称为 Clark变换。由 is = iD+ jiQ =
√

2
3(iA+aiB+a2iC)

可得 [
iD

iQ

]
=

√
2

3

1 −1

2
−1

2

0

√
3

2
−
√
3

2



iA

iB

iC


反变换为 

iA

iB

iC

 =

√
2

3


1 0

−1

2

√
3

2

−1

2
−
√
3

2


[
iD

iQ

]

Clark 变换是一种相数变换，只是将三相静止绕组变换为对称的两相静止绕组，产生磁动势方式都是在静
止空间对称绕组内通以时变的交流电流，没有改变电流频率。

图 1.5: Park 变换

两相静止 DQ 轴系到两相同步旋转 dq 轴系的变换，称为 Park 变换。由 idqs = |is|ejθδ 和 iDQs = |is|ejθs，

可得 [
id

iq

]
=

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

][
iD

iQ

]
其中 θ = ωst+ θ0，θ0 为 dq 轴系相对于 DQ 轴系的初始相位角。反变换为[

iD

iQ

]
=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

][
id

iq

]
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Park 变换是一种频率变换，将基频交流变为直流，将倍频交流和直流变为基频交流。正是 Park 变换将交
流电机等效为直流电机进行控制。

将上述两种变换合并为 Clark-Park 变换，变换关系如下

[
id

iq

]
=

√
2

3

[
cos θ cos(θ − 2π

3 ) cos(θ + 2π
3 )

− sin θ − sin(θ − 2π
3 ) − sin(θ + 2π

3 )

]
iA

iB

iC


反变换为 

iA

iB

iC

 =

√
2

3


cos θ − sin θ

cos(θ − 2π
3 ) − sin(θ − 2π

3 )

cos(θ + 2π
3 ) − sin(θ + 2π

3 )


[
id

iq

]
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2 三相感应电动机矢量控制

2.1 基于转子磁场定向的矢量方程

2.1.1 转矩控制

图 2.1: 三相感应电机稳态 T-I 等效电路

由 T-I 形等效电路可得

转子磁链方程：
L2
m

Lr
İsM =

L2
m

Lr
(İs +

Lr
Lm

İr) =
Lm
Lr

(Lmİs + Lr İr) =
Lm
Lr

Ψ̇r ⇒ Ψr = LmIsM

转子电动势方程：
Lm
Lr

Ėr = −jωs
Lm
Lr

Ψ̇r ⇒ ωsΨr = Er

转子电流方程：İsT = − Lr
Lm

İr

转子电磁功率：Pe = 3
Lm
Lr

Er
Lr
Lm

Ir = 3ErIr = 3ωs
Lm
Lr

ΨrIsT

转子电磁转矩：Te = 3p0
Lm
Lr

ΨrIsT = 3p0
L2
m

Lr
IsMIsT

转速方程：ωs
L2
m

Lr
IsM = IsT

(
Lm
Lr

)2 Rr
s

⇒ ωf =
1

Tr

IsT
IsM

, Tr =
Lr
Rr

通过将定子电流 İs 分解成正交的纯励磁分量 İsM 和纯转矩分量 İsT，就可以在转矩控制上实现解耦。

以笼型三相感应电动机为例，将转子磁场轴线定义为 M 轴，T 轴超前 M 轴 90◦ 电角度，且 MT 轴系随转
子磁场同步旋转。转子磁场的磁链表示为 ψr = ψg +ψrσ = ψg + Lrσir。转子磁场旋转速度为 ωf。

当转子磁场幅值恒定时，导条只能产生运动电动势，且满足 RBiB = −p(ϕgB+ϕσrB) = eB，转子各线圈相当

于无漏感的转子电路，导条电流和电动势空间相位分布一致，因此转子磁动势矢量也与转子磁场轴线正交。此时

转子磁场相当于他励直流电动机的励磁磁场，转子绕组相当于电枢绕组，由于转子导条产生的磁动势矢量总是

与转子轴线正交，具有换向器绕组的特性，可以等效为伪静止线圈 t，此时转子电流矢量可以表示为 (Lr/Lm)it，

完全用于产生转矩，即转子转矩电流。
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图 2.2: t 线圈等效分析

当转子磁场幅值变化时，各导条还会产生变压器电动势，T 轴上的导条变压器电动势最大，而 M 轴上的导
条变压器电动势为 0，变压器电动势与运动电动势的空间相位相反。各导条线圈仍然是无漏感电路，导条电流
和变压器电动势空间分布一致。此时绕组仍然有换向器绕组特性，等效为伪静止线圈 m，不会产生运动电动势，
也不会产生电磁转矩。

图 2.3: m 线圈等效分析
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对于一般的动态情况，将转子绕组等效为位于MT轴上的两个伪静止线圈m和 t。此时电流有 is = iM+jiT，
双轴线圈 m 和 t 分别产生磁动势矢量 fM ,fT。令 M 轴与转子磁链矢量 ψr 取得一致时，iM 才是产生磁链的

励磁电流矢量，将此称为 MT 轴系称为转子磁场定向轴系。

2.1.2 三相感应电动机的矢量方程

电压方程

对于 ABC 轴系，定子电压方程为
us = Rsis +

dψs
dt

在 abc 轴系内，转子电压方程为
uabcr = Rri

abc
r +

dψabcr

dt
变换到 ABC 轴系有

ur = Rrir +
dψr
dt − jωrψr

由磁链矢量方程可得 ABC 轴系下的电压方程为[
us

ur

]
=

[
Rs 0

0 Rr

][
is

ir

]
+ p

[
Ls Lm

Lm Lr

][
is

ir

]
− jωr

[
0 0

Lm Lr

][
is

ir

]
=

[
Rm + Lsp Lmp

Lm(p− jωr) Rr + Lr(p− jωr)

][
is

ir

]

稳态下 ψs, ψr 幅值不变，代入定转子在 ABC 轴系下的电压方程有

us = Rsis + jωsLsσis + jωsLmig

0 =
Rs
s
ir + jωsLrσir + jωsLmig

利用坐标变换 As = AMs ejθM 以及将矢量以坐标分量展开可得 MT 轴系下电压分量的方程为
uM

uT

0

0

 =


Rs + Lsp −ωsLs Lmp −ωsLm
ωsLs Rs + Lsp ωsLm Lmp

Lmp −ωfLm Rr + Lrp −ωfLr
ωfLm Lmp ωfLr Rr + Lrp




iM

iT

im

it


转子磁场定向的 M 轴方向与 ψr 一致，则 ψt = 0，此即为转子磁场定向控制（RFOC）的约束条件。此时

电压方程为 
uM

uT

0

0

 =


Rs + Lsp −ωsLs Lmp −ωsLm
ωsLs Rs + Lsp ωsLm Lmp

Lmp 0 Rr + Lrp 0

ωfLm 0 ωfLr Rr + Lrp




iM

iT

im

it


消去了 −ωfψt 和 pψt 两项，转子线圈 m 和 t 之间不再有磁耦合。

稳态下 pψMs = pψMr = 0

uMs = Rsi
M
s + jωs(Ls −

L2
m

Lr
)iMs + jωs

L2
m

Lr
iM

0 =

(
Lm
Lr

)2 Rs
s

(
Lr
Lm

ir

)
+ jωs

L2
m

Lr
iM

等效电路图如下所示，与 ABC 轴系中用定子绕组时间相量表示的等效电路形式上完全相同。
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图 2.4: MT 轴系下三相感应电机等效模型

电流方程

由 Rrim + pψr = 0 可得

im = −pψr
Rr

再由 ψm = LmiM + Lrim 可得

ψr = Lm
iM

1 + Trp

等效励磁电流为

imr =
ψr
Lm

= iM +
Lr
Lm

im = iM + (1 + σr)im

其中，σ =
Lrσ
Lm
为转子漏磁系数。

由于 ψt = 0，则有

iT = − Lr
Lm

it

此方程与正弦稳态方程相对应，反映了磁动势平衡，即转子电流的磁动势必须被定子电流所平衡。

动态时，由 Rrit + ωfψr = 0 有

it = − 1

Rr
ψrωf

则定子电流转矩分量为

iT =
Tr
Lm

ψrωf

定子电流励磁分量为

iM =
1

Lm
(1 + Trp)ψr = (1 + Trp)imr

转矩方程

由于电磁转矩不会随轴系改变而改变，因此将矢量直接换成 MT 轴系下即可得 MT 轴系下的电磁转矩方
程为

te = −p0ψMr × iMr = p0(ψtim − ψmit)

将磁动势平衡方程、磁链方程和定子励磁分量方程分别代入可得

te = p0
Lm
Lr

ψriT = p0
L2
m

Lr

(
im

1 + Trp

)
iT = p0

L2
m

Lr
imriT

此三个方程是满足磁场定向约束下的电磁转矩方程，在转子磁链变化的动态过程也适用，又称转矩动态方程，作

为基于转子磁场定向的转矩控制方程。
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转速方程

不同变量表示的转速方程如下

ωf =
1

Tr

Lm
ψr

iT =
1

Tr

iT
imr

=
1

p0

Lr
Tr

1

ψ2
r

te = p0
Tr
Lr
ψ2
rωf

2.2 转子磁场定向的矢量控制

磁场定向分为直接磁场定向和间接磁场定向，直接磁场定向通过磁场检测或运算来确定转子磁链矢量的空

间位置，通常是通过一定运算估计出转子磁链矢量，又称磁链观测法。间接磁场定向通过控制转差频率实现，又

称转差频率法。

2.2.1 直接磁场定向

电压-电流模型
由 ABC 轴系的定子电压矢量方程得

us = Rsis + σLs
dis
dt +

Lm
Lr

dψr
dt

以 DQ 轴系分量表示为
ψD =

Lr
Lmp

[uD − (Rs + σLsp)iD]

ψQ =
Lr
Lmp

[uQ − (Rs + σLsp)iQ]

图 2.5: 电压电流模型

低速时，定子电压较小，若定子电阻值不准确，定子电阻压降的偏差对积分的影响会增大。积分器会有温

漂问题和非完全线性频率响应问题。

电流-转速模型
由 ABC 轴系转子电压矢量方程得

Tr
dψr
dt +ψr = Lmis + jωrTrψr

以 DQ 轴系分量表示为
ψD =

1

Trp+ 1
[LmiD − ωrTrψq]
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ψQ =
1

Trp+ 1
[LmiQ + ωrTrψd]

图 2.6: ABC 轴系下电流转速模型

以 MT 轴系分量表示为
Tr

d|imr|
dt + |imr| = iM

ωs = ωr +
1

Tr

iT
imr

图 2.7: MT 轴系下电流转速模型

结果依赖转子时间常数 Tr，时间常数存在偏差则导致磁场定向不准，引起 MT 轴系不必要的耦合。告诉运
行时，时间常数存在偏差容易引起磁通振荡。

因此，在中高速采用电压-电流模型，而在低速采用电流-转速模型。不论是哪种模型，都是按照给定的模型
获取 ψr 的信息，而现实的参数是不断变化的，将影响转子磁链观测的准确度，从控制理论的观点看，直接磁

场定向并没有利用转子磁链输出误差构成负反馈，只是一种运算模型。

2.2.2 间接磁场定向

转子磁链取决于指令值 ψ∗
r，磁场定向下 ψ∗

r = Lmi
∗
mr，因此一般将 i∗mr 作为控制转子磁链的指令值。

由于

i∗M = (1 + Trp)i
∗
mr

因此将 i∗M 作为电动机的输入量，可以控制定子电流矢量的励磁分量。

由于

iT =
1

p0

Lr
L2
m

t∗e
i∗mr

因此将 i∗T 作为电动机的输入量，可以控制定子电流矢量的转矩分量。
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由于

ω∗
f =

1

Tr

i∗T
i∗mr

=
1

Tr

(
1 + Trp

i∗M

)
i∗T

i∗s =
√
i∗2T + i∗2M

因此给定 i∗M , i
∗
T，唯一确定了 ω∗

f , i
∗
s；反之由 ω∗

f , i
∗
s 唯一决定 i∗M , i

∗
T。当满足 ωf = ω∗

f , is = i∗s 时，一定有

iM = i∗M , iT = i∗T，即实现了磁场定向。间接磁场定向通过转差频率控制实现定向，又称转差频率法。这是由于

转速满足

ω∗
f =

1

Tr

i∗T
i∗M

=
1

Tr
tan θ∗δ

即转差频率控制了定子电流在 MT 轴系中的相位，因此实现了磁场定向。

2.2.3 基于转子磁场定向的伺服系统

定子电压解耦控制

由 MT 轴系内定子电压方程

uMs = Rsi
M
s + Ls

diMs
dt + Lm

diMr
dt + jωsLsiMs + jωsLmiMr

由于式中含有不可测量的 iMr ，由磁场定向后 MT 轴系下的磁链方程

iMr =
Lm
Lr

(|imr| − iMs )

代入后表示为分量形式为

σTs
diM
dt + iM =

uM
Rs

+ ωsσTsiT − (1− σ)Ts
d|imr|

dt

σTs
diT
dt + iT =

uT
Rs

− ωsσTsiM − (1− σ)Tsωs|imr|

即在定子电压作用下，三相感应电动机的定子电流响应为一阶惯性环节。

由于两方程是耦合的，下面需要进行解耦合。假设 |imr| = Const，将分量式改写为

σLs
diM
dt +RsiM − ωsσLsiT = uM

σLs
diT
dt +RsiT + ωsσLsiM + (1− σ)Lsωs|imr| = uT

控制直轴和交轴电流的两轴电压为

ûM = σLs
diM
dt +RsiM

ûT = σLs
diT
dt +RsiT

耦合项为

uPM = −ωsσLsiT

uPT = ωsσLsiM + (1− σ)Lsωs|imr|

将耦合项叠加到电流调节器的输出端，则有

uM = ûM + uPM

uT = ûT + uPT
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电压源逆变器馈电的伺服系统

图 2.8: 电压源逆变器馈电的直接磁场定向伺服系统

磁场直接定向采用转速和定子电流为输入的电流-转速模型。经过位置、速度、转矩、电流四级调节器得到
转矩电压 ûT。FG 的输出经过磁通和电流两极调节器得到励磁电压 ûM。通过解耦电路叠加得到实际的控制电

压，再经过坐标变换输入逆变器控制电机。

由于 |imr| 受限于磁路最大可达饱和程度，随着转速增加，定子电压增大，当增加到某一值时，定子电压达
到逆变器输出的最大电压，此时转速为基速，若继续提高转速，则需要减小励磁电流，进行弱磁控制。等效励

磁电流参考值 |i∗mr| 由函数发生器 FG 给出，当转速小于基速时，FG 输出恒定，此时以最大转矩输出，称为恒
转矩运行；当转速大于基速时，电流随转速增大反比例减小，输出功率不变，称为恒功率运行。

图 2.9: 电压源逆变器馈电的间接磁场定向伺服系统

电路去除了弱磁控制功能，令转子磁链给定值 ψ∗
r 不变，得到 M 轴电流给定值。转速经过速度调节器得到

T 轴电流给定值。由于转速表达式为
ωs = ωr +

i∗T
Tri∗M

因此采用了间接磁场定向。解耦电路部分根据 MT 轴系下的电压分量微分方程设计，在 σLs << Lm 的情况下，

忽略了 σLsdi∗T /dt 项。
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电流可控电压源逆变器馈电的伺服系统

图 2.10: 电流可控电压源逆变器馈电的直接磁场定向伺服系统

电流可控电压源逆变器馈电的直接磁场定向伺服系统与电压源逆变器馈电的直接磁场定向伺服系统结构和

控制方式类似，主要区别是采用快速电流环控制，无需电流调节器，也不存在电压解耦问题，可以直接控制 iM , iT

来控制定子三相电流。

图 2.11: 电流可控电压源逆变器馈电的间接磁场定向伺服系统

结构同样类似电压源逆变器馈电的控制系统，由于将 ejθ∗M 作为旋转轴系变换因子，因此满足转差频率约束，

同时对定子电流的闭环控制又满足了电流矢量幅值约束，因此满足了间接磁场定向约束，此时不需要磁链观测

器估计转子磁链矢量，提高了系统快速响应能力，但无法对转矩反馈控制，系统控制的准度和动态特性更依赖

于定向准确性。

2.2.4 电流控制模式

对于电流可控电压源逆变器，电流控制环节位于静止 ABC 轴系，控制的是实际的三相交流电流，电流可
控 PWM 逆变器相当于交流电流控制器。
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图 2.12: 电流可控电压源 PWM 逆变器

定义每个桥臂的开关函数为 SA, SB, SC，上桥臂导通，下桥臂关断时 S = 1；下桥臂导通，上桥臂关断时

S = 0。三对电子开关的通断组合可以构成 8 种开关状态。八个开关状态对应了八个开关电压矢量，其中六个
为非零矢量，两个为零矢量。六个非零矢量将空间划分为六个空间。六个非零矢量为

usk =

√
2

3
Vcej(k−1)π

3 k = 1, 2, · · · , 6

图 2.13: 矢量空间

对逆变器的每一个桥臂，都采用电流滞环控制，滞环宽度为 2h = 2∆iAmax。当电流偏差 ∆iA = i∗A− iA 为

正且超过 ∆iAmax 时，上桥臂关断，下桥臂导通，电流开始下降。当电流偏差为负且超过 −∆iAmax 时，下桥臂

关断，上桥臂导通，电流开始上升。上下桥臂反复通断，使得电流在滞环宽度 2h 内锯齿状地不停跟踪给定电流

波形。

图 2.14: 单桥臂滞环控制框图 图 2.15: 滞环控制单相电流波形
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由于定子电流矢量 i∗s 在 A 轴方向上的投影为

ℜ(i∗s) = ℜ

(√
2

3
(iA + aiB + a2ic)

)
=

√
3

2
i∗A

由于 A 相电流 ∆iA 被限制在 2h 内，则 ∆is 被限制在 2h′ 内。因此 A 相开关线 +A 和-A 相距 2h′，其中宽度

h′ =

√
3

2
h。同理画出 B 相和 C 相开关线。在 3 个滞环比较器作用下，偏差 ∆i∗s 将被限定于三相开关线构成

的内六边形内。

(a) A 相开关线 (b) 三相开关图

图 2.16: 滞环控制开关图

不计定子电阻和感应电动势的影响时，定子电流矢量的偏差为

∆is =
1

σLs
us∆t

上式表明，定子电流矢量偏差方向与开关电压矢量相同，变化率决定于开关电压矢量幅值和定子瞬态电感。

在开关图中，定子电流矢量会沿着开关电压矢量方向移动直至碰到开关线，切换开关电压矢量，六个开关

电压矢量会不断重复作用将电流限制在内六边形内。若考虑定子电阻和感应电动势，则 is 变化方向不再与 us

一致，变化速率也随转子速度变化而变化，此时运动轨迹具有不确定性，开关频率不固定。

实际电机控制时，电流偏差有时会超过带宽，这时出现了零电压矢量。例如，当 us1 作用使得 is 与 A 相
开关线相遇，开关电压矢量转换为 us8，电动机处于空转状态，在感应电动势的作用下，A 相电流偏差进一步
增大，直到电流矢量轨迹碰到另一开关线时，开关电压矢量才会再次转换。当电流矢量轨迹与两开关线交点相

遇时，电流偏差将达到最大值 2h。
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图 2.17: 定子电流矢量变化轨迹

滞环比较器和电压源逆变器构成了快速电流控制环，相当于一个高增量的 P 调节器。滞环比较器通过控制
开关电压矢量的转换，迫使实际电流快速跟踪参考电流，基本消除电流跟踪的延迟和之后，很大程度上消除了

定子瞬态电感和感应电动势对电流动态过程的影响，相当于对电机方程进行了降阶处理。

图 2.18: 滞环控制下的运动曲线

为保证快速跟踪，定子电压需要有较大冗余度，增大了逆变器容量的需求。此外滞环控制会产生一定的幅

值偏差和高次谐波，增加损耗。低速运行时可能产生冲击电流。

除滞环比较控制外，还可以采用斜坡比较控制和预测电流控制等控制方式。斜坡比较控制可以预置开关频

率，但控制较复杂。预测电流控制可以减小开关频率，提高快速响应能力，但计算复杂，对软件要求高。

2.3 双馈感应电机矢量控制

与笼型感应电机不同，绕线式感应电机可在定转子双边馈电下运行，转子绕组通过集电环与变换器相接，变

换器通过变压器与电网相接。通过控制变换器可以实现对双馈感应电机的运行控制。
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2.3.1 基于定子磁场定向的矢量控制

图 2.19: 双馈感应电机定子磁场定向稳态等效电路

电压电流方程

定义定子等效励磁电流矢量 ims 满足 ψMs = Lmims，M 轴与 ims 方向一致时，MT 轴系沿定子磁场定向。
电压电流矢量形式为

uMs = Rsi
M
s + Lm

dims
dt + jωsLmims

ims =
Ls
Lm

iMs + iMr

电流的分量形式为

ims =
Ls
Lm

iM + im

iT = −Lm
Ls

it

这与笼型感应电机的矢量方程一致。但是双馈电机的转子电流是由转子电动势和外施电压共同决定的，通过控

制外加电压即可控制转子电流励磁分量。

将电压方程中的定子电流换成转子电流得

uMs =
RsLm
Ls

(ims − iMr ) + Lm
dims

dt + jωsLmims

转子电压矢量方程为

uMr = Rri
M
r + σLr

diMr
dt +

L2
m

Ls

dims
dt + jωf

(
L2
m

Ls
ims + σLri

M
r

)

其中 σ = 1− L2
m

LsLr
为漏磁系数，ωf = ωs − ωr 为转差角速度。

双馈电机定子磁场定向的定子电压方程与笼型感应电机转子磁场定向的转子电压方程形式上相似，从电路

拓扑结构上看，相当于两者的定转子进行了置换，双馈电机的定子绕组相当于无漏感纯电阻电路，而转子电路

由于漏感存在产生了耦合，使得转子电压方程存在耦合。

稳态矢量方程为

uMs = Rsi
M
s − eMs

uMr = Rri
M
r + jωfσLriMr − eMr

其中感生电动势矢量 eMs = −jωsLmiMms, eMr = −jωf L
2
m
Ls
iMms
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图 2.20: 双馈感应电机稳态矢量图

功率方程

输入定子的电功率为

Ps = ℜ(usīs) = Rsi
2
s + ℜ

(
dψs
dt īs

)
+ ℜ(jωsψsīs) = Pcus + Pms + Pes

其中 Pcus 为定子铜耗，Pms 为磁能变化引起的电功率，稳态时为零，Pes 为机电能量转换功率，即电磁功率。

输入转子的电功率为

Pr = ℜ(ur īr) = Rri
2
r + ℜ

(
dψr
dt īr

)
+ ℜ(jωfψr īr) = Pwr + Pmr + Per

其中 Pwr 为转子铜耗，Pmr 为磁能变化引起的电功率，Per 为电磁功率。

定转子的电磁功率分别为

Pes = ℜ(jωsψsīs) = ωs(ψM iT − ψT iM ) = ωsLm(iT im − iM it)

Per = ℜ(jωfψr īr) = ωf (ψM it − ψtim) = −ωfLm(iT im − iM it)

因此电磁功率满足

Per = −sPes

稳态运行时，若忽略定转子电阻，有 Ps = Pes, Pr = Per，则 Pr = −sPs，总电磁功率 Pe = Per + Pes =

(1− s)Pes，总有功功率 P1 = Ps + Pr = (1− s)Ps

若不考虑磁场变化引起的无功功率，则定子的无功功率为

Qs = ℑ(usīs) = ℑ(jωsψsīs) = ωsψsiM = ωsLmimsiM

定子的有功功率为

Pes = ωsψsiT = ωsLmimsiT

可以通过控制定子电流转矩分量 iT 来控制定子有功功率，控制定子电流励磁分量 iM 来控制定子无功功

率。

对 iM , iT 的控制只能通过控制 im, it 实现，因此功率又可以表示为

Pe = (1− s)Pes = −(1− s)ωs
L2
m

Ls
imsit

Qs =
ωsL

2
m

Ls
ims(ims − im)
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2.3.2 矢量控制的运行状态

(a) 等效电路图和矢量图 (b) 功率传递示意

图 2.21: 双馈感应电机的四象限运行

传统的串级调速可以看成是定子恒压恒频供电下的转子变频调速，属于时域内标量控制，只能控制转子电

流幅值，无法控制转子电流相位，也无法控制功率因数。矢量控制实质是对转子电流矢量幅值和相位的控制，可

以实现对有功和无功的解耦控制。

运行在亚同步速电动机状态时，定子有功功率为 Pe = ωs
1

Ls
ψsψf sin δsr，其中 δsr 为转子励磁磁场 ψf 与

定子磁场 ψs 的电角度，称为负载角。此时转矩为

te = p0
1

Ls
ψsψf sin δsr = p0

1

Ls
ψr ×ψs

转子励磁磁场是由转子三相交流电流产生的，稳态下，相当于转子单轴绕组中通入了恒定的直流，此时可以

将双馈感应电机等同于一台电励磁隐极同步电机。当 s = 0 时，双馈感应电机的转子绕组相当于同步电机的直

流励磁绕组。双馈感应电机的转矩公式也是同步电机的转矩公式。双馈电机最显著的特点是接于电网时可以通

过调节励磁调节无功和功率因数，这是电机转子独立励磁的结果。对于笼型感应电机和永磁同步电机来说，驱

动装置容量必须和电机功率相匹配，而双馈感应电机由于变换器容量仅为电机功率的一部分，因此适用于大功

率、有限调速场合。
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2.3.3 矢量控制系统

图 2.22: 由电流型交-交变换器馈电的矢量控制系统

图 2.23: 由电压型交-直-交变换器馈电的矢量控制系统
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3 三相永磁同步电动机矢量控制

3.1 基于转子磁场定向的矢量方程

3.1.1 永磁同步电动机的结构和模型

永磁同步电动机（Permanent Magnet Synchronous Motor, PMSM）由电励磁三相同步电动机发展而来。用
永磁体代替了电励磁系统，省去了励磁绕组、集电环和电刷，定子与电励磁三相同步电动机基本相同。矢量控

制要求永磁励磁磁场在气隙中为正弦分布，稳态时能产生正弦波感应电动势。

图 3.1: 永磁同步电动机的转子结构

按照永磁体安装形式，PMSM 的转子结构有面装式、插入式和内装式三种。永磁体的材料主要有铁氧体、
稀土钴和钕铁硼三类，后两类合称稀土永磁材料，永磁同步电机主要采用稀土永磁。

建立数学模型作如下假设：

1. 忽略定转子铁心磁阻，不计涡流和磁滞损耗

2. 永磁材料的电导率为零，永磁体内部磁导率与空气相同

3. 转子上没有阻尼绕组

4. 永磁体产生的励磁磁场和三相绕组产生的电枢反应磁场在气隙中均为正弦分布

5. 稳态运行时，相绕组中感应电动势波形为正弦波

图 3.2: 二极面装式的物理模型
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对于面装式转子结构，由于永磁体内部磁导率很小，将置于转子表面的永磁体等效为两个空心励磁线圈，进

一步等效为转子槽内的励磁绕组。对定子三相绕组而言，电动机气隙是均匀的，长度为 g，因此等效为一台电

励磁三相隐极同步电动机。

图 3.3: 二极插入式的物理模型

对于插入式转子结构，也可以等效为转子槽内的励磁绕组，但由于电动机气隙不再是均匀的，面对转子铁

心部分长度为 g，面对永磁体部分长度增大为 g + h，其中 h 为永磁体高度。因此 d 轴方向上的磁阻要大于 q
轴方向上的磁阻，直轴电枢反应若于交轴电枢反应，Lmd < Lmq。可以等效为一台直轴电感小于交轴电感的电

励磁三相凸极同步电动机。

而对于内装式转子结构，直轴磁导小于交轴磁导，Lmd < Lmq，与插入式转子结构类似。

3.1.2 面装式永磁同步电动机的矢量方程

面装式电动机气隙均匀，因此自感和互感均与位置无关，为常值

LA = LB = LC = Lsσ + Lm1

LAB = LBA = LAC = LCA = LBC = LCB = Lm1 cos 120◦ = −1

2
Lm1

其中，Lsσ 和 Lm1 分别为相绕组的漏电感和励磁电感。

磁链方程为

ψs = Lsσis + Lmis +ψf = Lsisψf

定子电压方程为

us = Rsis +
dψs
dt = Rsis + jωsLsis + jωrψf
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图 3.4: 面装式的矢量图与相量图

电磁转矩为

te = p0ψf × is = p0ψf is sinβ

当 ψf , is 幅值恒定时，电磁转矩仅与 β 角有关。

正弦稳态情况下，电磁功率为

Pe = 3E0Is cos γ = 3ωsLmIfIs sinβ

电磁转矩为

Te = 3p0LmIfIs sinβ = p0ψf is sinβ = p0ψf × is

图 3.5: 面装式矩角曲线

因此转矩矢量控制中，控制的是定子电流矢量的幅值 |is| 和相对于永磁励磁磁场 ψf 的空间相位角 β；在

正弦稳态下，即控制定子电流相量的幅值 |İs| 和相对于励磁磁场 ψ̇f 的相间相位角 β。

3.1.3 插入式永磁同步电动机的矢量方程

插入式转子结构的气隙不均匀，在相同幅值的 is 作用下，由于空间相位角 β 的不同，产生的电枢反应磁

场不同，等效励磁电感不再是常值，随 β 变化而变化。参照电机学中采用双反应理论分析凸极同步电动机问题，

插入式永磁同步电动机也可以用双反应理论分析。

将单轴线圈 S 分解为双轴线圈 d 和 q，相当于将定子电流矢量分解

is = id + jiq

分别产生的电枢反应磁场为

ψmd = Lmdid ψmq = Lmqiq
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其中 Lmd, Lmq 分别为直轴和交轴等效励磁电感，且 Lmd < Lmq。于是定子磁链矢量为

ψdqs = ψd + jψq = Ldid + ψf + jLqiq

其中，直轴同步电感 Ld = Lsσ + Lmd，交轴同步电感 Lq = Lsσ + Lmq

dq 轴系的电压矢量方程为

udqs = Rsi
dq
s +

dψdqs
dt + jωrψdqs

其中，由于 Lmf = Lmd，可将永磁励磁磁场表示为 ψf = Lmf if = Lmdif。

电压分量方程为

ud = Rsid + Ld
did
dt − ωrLqiq

uq = Rsiq + Lq
diq
dt + ωrLdid + e0

其中感应电动势 e0 = ωrψf

稳态时，电压矢量方程为

us = Rsis + jωsLdid − ωsLqiq + e0

图 3.6: 插入式的矢量图与相量图

电磁转矩表达式为

te = p0

[
ψf is sinβ +

1

2
(Ld − Lq)i

2
s sin 2β

]
= p0ψs × is
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图 3.7: 插入式矩角曲线

对于插入式永磁同步电动机，令 Ld = Lq = Ls，即可得到面装式永磁同步电动机的对应方程。

3.2 基于转子磁场定向的矢量控制系统

3.2.1 面装式永磁同步电动机的矢量控制

由转矩矢量表达式 te = p0ψf is sinβ = p0ψf iq 可知，决定电磁转矩的是定子电流 q 轴分量，称为转矩电流。
若控制 β = 90◦，则 is 与 ψf 在空间内正交，is = jiq，定子电流全部为转矩电流，此时可将面装式 PMSM 等
效为他励直流电动机。q 轴线圈等效为电枢绕组，电刷置于几何中性线上，交轴电流 iq 等效为他励直流电动机

的电枢电流。

图 3.8: PMSM 等效他励直流电动机

由于 PMSM 的转子励磁无法调节，若 id < 0，则直轴电枢磁场与永磁励磁磁场方向相反，可使直轴磁场

减小，此时 ωsLdid 作用是减小 us 的幅值。因此，应控制 β < 90◦，使定子电流矢量产生去磁分量 id。此时直

轴线圈等效为电刷位于 d 轴上的电枢绕组。
PMSM 的坐标变换与三相感应电动机相同，Clark-Park 正变换为

[
id

iq

]
=

√
2

3

[
cos θ cos(θ − 2π

3 ) cos(θ + 2π
3 )

− sin θ − sin(θ − 2π
3 ) − sin(θ + 2π

3 )

]
iA

iB

iC


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反变换为 
iA

iB

iC

 =

√
2

3


cos θ − sin θ

cos(θ − 2π
3 ) − sin(θ − 2π

3 )

cos(θ + 2π
3 ) − sin(θ + 2π

3 )


[
id

iq

]

面装式 PMSM 只需要将定子绕组变换为换向器绕组，由于转子磁极可观测，通过传感器可以观测磁场轴
线位置，不受参数变化影响。矢量控制在 dq 轴系内，通过对定子电流控制实现对电磁转矩的控制，机电能量转
换在定子中完成，转矩控制可以直接在定子侧实现。

定子电流矢量在 ABC 轴系中为
is = |is|ej(θr+β)

其中 β 由矢量控制决定，θr 是实际检测值。定子电流矢量（即电枢反应磁场轴线）在 ABC 轴系中相位由转子
自身位置决定，是自控式控制。在稳态和动态情况下都能严格控制 β。而传统的变频调速采用的 V/f 控制只能
控制电枢反应磁场自身的幅值和旋转速度，不能控制 β，实质是一种标量控制。

图 3.9: 面装式的矢量控制系统

3.2.2 插入式永磁同步电机的矢量控制

插入式和内装式 PMSM将永磁体嵌入或内装在转子铁心内，在结构上增强了可靠性，可提高运行速度；能
够有效利用磁阻转矩，提高转矩/电流比；可降低永磁体励磁刺痛，减小永磁体体积，既有利于弱磁运行，扩展
速度范围，又能降低成本。

将转矩方程标幺值化得

ten = iqn(1− idn)

其中各标幺值为

teb = p0ψf ib

ib =
ψf

Lq − Ld

在电动机结构确定后，电磁转矩的大小决定于定子电流的两个分量，但对于每一个 ten，有无数个 iqn 和 idn

的组合与之对应，需要确定两个电流分量的匹配原则，即定子电流的优化控制问题。

当电动机转速在基速以下时，工作在恒转矩运行区，此时铜耗占比较大，按转矩/电流比最大的原则来控制
定子电流，这样可以降低电动机的铜耗和逆变器与整流器的损耗，降低系统总损耗。
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图 3.10: 最大转矩-电流比曲线

对每一转矩值，有不同组合的 idn 和 iqn，在 idn − iqn 平面内的虚线即为恒转矩曲线，每条恒转矩曲线上

有一点与原点最近，此即为最小定子电流。两电流分量与转矩的关系为

ten =
√
idn(idn − 1)3 =

iqn
2
(1 +

√
1 + 4i2qn)

忽略电阻压降，电压矢量幅值为

|us|2 = (ωrψf + ωrLdid)
2 + (ωrLqiq)

2 ⩽ |us|2max

空载情况下，忽略空载电流则有 ωrψf = e0 = |us|，定义空载电动势 e0 达到 |us|max 的转速为速度基值

ωrb =
|us|max
ψf

=
|us|max
Lmf if

恒转矩运行区运行时，定子电压达到极限值的转子速度为转折速度，对于面装式 PMSM 有

ωrt =
|us|max√

(Lmf if )2 + (Lsis)2

对于插入式和内装式 PMSM 有

ωrt =
|us|max√

(Lmf if + Ldid)2 + (Lqiq)2

图 3.11: 电压极限椭圆和电流极限圆
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电压满足

(e0 + xdid)
2 + (ρxdiq)

2 =

(
|us|
ωr

)2

⩽
(
|us|max
ωr

)2

其中，e0 =
ωrnψf

usn
, xd = ωrnLd

isn
usn

, xq = ωrnLq
isn
usn
，ρ =

xq
xd
为凸极系数，面装式 ρ = 1，插入式和内装式 ρ > 1

电流满足

|is|2 = i2d + i2q ⩽ i2smax

电压极限方程构成电压极限椭圆，电流极限方程构成电流极限圆，定子电流矢量一定要落在电压极限椭圆

和电流极限圆内。

图 3.12: 插入式矢量控制

3.2.3 定子电流最优控制

图 3.13: 定子电流最优控制

最大转矩/电流比控制
以标幺值形式表示转矩有

te = p0[e0iq + (1− ρ)xdidiq] = p0[e0is sinβ +
1

2
(1− ρ)xdi

2
s sin 2β]

对转矩表达式求极值得空间相位

β =
π

2
+ arcsin

−e0 +
√
e20 + 8(ρ− 1)2x2di

2
s

4(ρ− 1)xdis

 ρ ̸= 1
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而面装式 ρ = 1，此时空间相位应取 β =
π

2
此时电流满足

id = |is| cosβ iq = |is| sinβ

则 A1 点的转折速度为

ωrt =
|us|max√

(e0 + xdismax cosβ)2 + (ρxdismax sinβ)2

对面装式则为

ωrt =
|us|max√

e20 + (xdismax)2

弱磁控制

最大转矩/电流比轨迹和电流极限圆相交于 A1 点。通过该点的电压极限椭圆对应的速度即为电动机可以达

到的最大速度，此时电压极限方程分量为

uq|max = ωr1(Ldid + ψf )

ud|max = −ωr1Lqiq

动态电压方程为

Ld
did
dt = ud|max + ωr1Lqiq = 0

Lq
diq
dt = uq|max − ωr1(Ldid + ψf ) = 0

此时电流调节器处于饱和状态，控制系统丧失了对定子电流的控制能力。此时，电流矢量 is 会脱离 A1 点左右
摆动。在 A1 点控制交轴分量 iq 减小，直轴分量 id 增大，则定子电流将向左摆动，定子电压减小，调节器脱离

饱和状态，系统恢复对定子的控制功能。随着 iq 的减小，转子的速度范围扩展。如果在弱磁过程中，保持定子

电流为额定值，则定子电流矢量轨迹沿圆周由 A1 点移动至 A2 点。控制 β = 180◦ 时，定子电流全部为直轴去

磁电流，此时转折频率最大为

ωrmax =
|us|max
e0 + xdid

当 e0 + xdid = 0 时，电动机速度会增至无穷大，对应椭圆原点 A4，但是受 Lmdif + Ldid = 0 约束，而一

般而言 Lmd ≈ Ld，if 较大，id 不会太大，实际运行不会达到此工作点。

最大功率输出控制

以标幺值形式表示功率有

Pe = ωr[e0iq + (1− ρ)xdidiq]

对功率表达式求最值，结合电压极限方程，电流矢量的分量为

id = − e0
xd

−∆id

iq =

√(
|us|max
ωr

)2
+ (xd∆id)2

ρxd

其中，对于面装式，ρ = 1，∆id = 0，对于插入式和内装式

∆id =
−ρe0 +

√
(ρe0)2 + 8(ρ− 1)

(
|us|max
ωr

)2
4(ρ− 1)xd



3 三相永磁同步电动机矢量控制 35

最大功率输出轨迹与电压极限椭圆交点为 A2，该点的速度为 ωr2，这是在电压极限约束下，电动机能以最

大功率输出的最低速度，当转速低于 ωr2 时，电流矢量轨迹与电压极限椭圆交点落在电流极限圆外无法达到。

图 3.14: 定子电流最优控制的功率输出曲线

3.2.4 谐波转矩和转速波动

谐波分析时假定：

1. 不考虑永磁体和转子的阻尼效应

2. 转子励磁磁场对称分布

3. 定子电流不含偶次谐波

定子为 Y 形联结且无中性线，则定子相电流不含 3 次和 3 的倍数次谐波，在基于转子磁场矢量控制中，控
制 β = 90◦ 时，定子电流基波和感应电动势基波同相位，则 A 相电磁功率为

peA = eA(t)iA(t) = P0 + P2 cos 2ωrt+ P4 cos 4ωrt+ P6 cos 6ωrt+ · · ·

电动机电磁转矩为

te =
1

Ωr
(peA + peB + peC) = T0 + T6 cos 6ωrt+ T12 cos 12ωrt+ T18 cos 18ωrt+ · · ·

其中转矩系数为
T0

T6

T12

T18

 =
3

2Ωr


Em1 Em5 Em7 Em11

Em7 − Em5 Em11 − Em1 Em13 + Em1 Em17 + Em5

Em13 − Em11 Em17 − Em7 Em19 − Em5 Em23 − Em1

Em19 − Em17 Em23 − Em13 Em25 − Em11 Em29 − Em7




Im1

Im5

Im7

Im11


次数相同的感应电动势和电流谐波作用后产生平均转矩，不同次数谐波电动势和电流作用产生脉动频率为

基波频率 6 倍次的谐波转矩。定义转矩脉动系数 kR 来定量描述转矩脉动程度

kR =
Tmax − Tmin
Tmax + Tmin
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定子 k 次谐波电流产生的 γ 次谐波磁动势波为 fsk = Fsk sin(kωrt ± γθs)，旋转磁动势波的速度和方向为

ωrk = ±k
γωr，+ 表示与基波磁动势旋转方向相同，-表示与基波磁动势旋转方向相反。

两个谐波次数不同的旋转磁场相互作用不会产生电磁转矩，只有次数相同的谐波磁场相互作用才会产生电

磁转矩，若转速相同，产生平均转矩，否则产生平均值为零的脉动转矩。

如果 ε 为转子永磁励磁磁场的谐波次数，只有在 ε = γ 条件下才会产生转矩，此转矩的脉动频率为

ωγε = γ

[
ωr −

(
±k
γ
ωr

)]
= (γ ∓ k)ωr

转矩可以表示为

Te =
∑
γ=k

Tγk ±
∑
γ ̸=k

Tγk cos(γ ∓ k)ωrt

其中，γ = k 时产生平均转矩，(γ − k) 为 6 的整数倍时取正值，(γ + k) 为 6 的整数倍时取负值，都产生谐波
转矩。

由于定子谐波磁场幅值决定于谐波电流幅值，转子谐波磁场幅值决定了感应电动势谐波分量的幅值，因此

可以表示为

Te =
3

2Ωr

∑
ε=k

EmεImk ±
∑
ε ̸=k

EmεImk cos(ε∓ k)ωrt

 = Tev ±
∑

Tek

谐波转矩作用下，转速会产生波动，将实际转速表示为

Ωr = Ωrv +
∑

Ωrk

代入电动机机械方程，忽略 RΩ
∑

Ωrk 项，则有∑
Ωrk =

1

J

∫ ∑
Tekdt

实际转速方程为

Ωr = Ωrv ±
3

2

1

Jp0

1

Ω2
r

∑
ε ̸=k

1

(ε∓ k)
EmεImk sin(ε∓ k)ωrt

对于由感应电动势和电流波形畸变引起的纹波转矩，可以通过改变永磁体的形状等方法来使得磁场尽可能

为正弦分布，可以采用短距和分布绕组削弱或消除低次谐波电动势。也可以在控制层面通过向参考电流注入谐

波电流消除对应谐波转矩。

对于次数满足 γz = Z
p0

± 1 的齿谐波产生的齿槽转矩，采用定子斜槽或者转子斜极可以削弱或消除齿槽转

矩，由于永磁体难以加工，可以采用多块永磁体连续移位的措施达到定子斜极的效果。
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4 直接转矩控制

矢量控制是将定子电流作为控制变量，需要先进行磁场定向，通过矢量变换将定子电流的励磁分量和转矩

分量变换为三相电流。直接转矩控制将定子磁链和转矩作为控制变量，无需进行磁场定向、矢量变换和电流控

制，更为简捷快速，进一步提高了系统的动态响应能力。

4.1 直接转矩控制原理

4.1.1 控制原理

三相感应电动机的电磁转矩生成

对于三相感应电动机，定子电流矢量为

is =
ψs
L′
s

− Lm
L′
sLr

ψr

其中 L′
s = σLs = Ls − L2

m/Lr 为定子瞬态电感，σ = 1− L2
m/LsLr

代入电磁转矩表达式则有

te = p0
Lm
L′
sLr

|ψs||ψr| sin δsr

其中 δsr = ρs − ρr 为负载角，ρs, ρr 分别为定子磁链和转子磁链矢量相对于 A 轴的空间电角度。
保持 |ψs| 和 |ψr| 不变，且 δsr 一般较小，通过调节负载角可以有效控制电磁转矩，这就是三相感应电动机

直接转矩控制的基本原理。

将定子电流矢量代入电压矢量方程有

Tr
dψr
dt +

(
1

σ
− jωrTr

)
ψr =

Lm
L′
s

ψs

因此转子磁链矢量 ψr 总是滞后定子磁链矢量 ψs 的变化。在动态控制中，只要控制响应时间比转子时间常数

Tr 快得多，在短暂时间内即可认为 ψr 近乎不变，可以实现快速改变负载角 δsr。

永磁同步电动机的电磁转矩生成

对于面装式永磁同步电动机，由于转子磁场是永磁励磁磁场 ψf，转矩表达式为

te = p0
1

Ls
ψfψs sin δsf

由于永磁励磁磁场 ψf 不变，只要保持 |ψs| 不变，通过调节负载角可以有效控制电磁转矩，这就是永磁同
步电动机直接转矩控制的基本原理。

对于插入式和内装式永磁同步电动机，由于定子磁链分量分别为

ψd = ψf + Ldid = ψs cos δsf ψq = Lqiq = ψs sin δsf

代入转矩表达式有

te = p0[ψf iq + (Ld − Lq)idiq] = p0

(
ψfψs
Ld

sin δsf +
Ld − Lq
2LdLq

ψ2
s sin 2δsf

)
若控制 ψs 为恒定值，则转矩仅与负载角 δsf 有关。令 Ld = Lq = Ls，即为面装式永磁同步电动机的表达

式，因此两者控制原理相同。
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4.1.2 控制方式

(a) 感应电动机 (b) 永磁同步电机

图 4.1: 定子电流矢量作用和定子磁链轨迹

忽略定子电阻影响，定子电压矢量方程为

us =
dψs
dt ⇒ ∆ψs = us∆t

因此定子磁链矢量与定子电压矢量具有微积分的关系，在 us 作用的很短时间内，磁链矢量增量方向与电

压矢量方向相同，变化速率为 |us|。
将定子磁链表示为 ψs = |ψs|ejρs，则电压方程可以表示为

us =
d|ψs|

dt ejρs + jωsψs = usr + usn

其中，usr 保持 ψs 的相位不变，进改变其幅值产生的电动势，方向与 ψs 一致或相反，称为径向分量；usn

保持 ψs 幅值不变，使其旋转产生的电动势，方向与 ψs 正交，称为切向分量。切向分量变化率满足

dusn
dt =

dωs
dt |ψs|

因此若切向电压变化速率较大，可以加快 δsr 或 δsf 变化，会使电磁转矩快速变化。这是直接转矩控制可使系

统具有快速性的原因之一。

4.2 直接转矩控制系统

图 4.2: 直接转矩控制系统框图
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4.2.1 滞环比较控制

滞环比较控制利用两个滞环比较器分别控制定子磁链幅值和电磁转矩，将磁链幅值和转矩偏差限制在一定

容差之内，又称 Bang-Bang 控制。

图 4.3: 滞环比较控制

开关矢量将空间分成了 6 个扇区，以扇区 1 为例，若选择 us1 和 us4 会使得 ψs 幅值急剧变化且转速变化

有限，因此需要在剩下四个电压矢量和零矢量中挑选。由电压矢量在径向和切向的投影可以判断各矢量对磁链

和转矩所起的作用，根据滞环比较器的输出信号决定选择的开关矢量，选择表如下：

表 1: 开关电压矢量选择表

∆ψ ∆t ¬ ­ ® ¯ ° ±

1
1 us2 us3 us4 us5 us6 us1

0 us7 us8 us7 us8 us7 us8

-1 us6 us1 us2 us3 us4 us5

-1
1 us3 us4 us5 us6 us1 us2

0 us8 us7 us8 us7 us8 us7

-1 us5 us6 us1 us2 us3 us4

其中，各指标取值如下

∆ψ =

1 |ψs| ⩽ |ψ∗
s | −∆|ψs|

−1 |ψs| ⩽ |ψ∗
s |+∆|ψs|

∆t =


1 te ⩽ t∗e −∆|te|

0 t∗e −∆|te| < te < t∗e +∆|te|

−1 te ⩽ t∗e +∆|te|

数字化实现时，磁链幅值变化最大幅度为

|∆ψs|s =
Vc
2
∆ts

由于采样时间延迟 ∆tsa，磁链幅值变化可能超过滞环带宽为

|∆ψs|sa = 2∆|ψs|+
Vc
2
∆tsa
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对于三相感应电动机，电流变化率为

dis
dt =

1

L′
s

(
dψs
dt − Lm

Lr

dψr
dt

)
其中 v =

dψs
dt 是由定子磁链矢量变化引起的感应电压矢量，不计定子电阻时与外加电压矢量 us 平衡。

e =
Lm
Lr

dψr
dt 是由转子磁链变化引起的感应电压矢量。忽略 ∆ψs，则电磁转矩的增量为

∆te = p0ψs ×∆is = p0ψs ×
1

L′
s

(v − e)∆t

数字化实现时，转矩变化量为

∆te|s = p0ψs ×
1

L′
s

(v − e)∆ts

由于采样时间延迟 ∆tsa，转矩变化可能超过滞环带宽为

∆te|sa = 2∆te + p0ψs ×
1

L′
s

(v − e)∆tsa

图 4.4: 转矩增量与转速的关系

当 ψr 幅值不变时，将转子磁链变化产生的感应电压矢量表示为 e = jωr
Lm
Lr

ψr，代入转矩变化量表达式有

∆te = p0ψs ×
1

L′
s

(
v − jωr

Lm
Lr

ψr

)
∆t

因此电磁转矩的变化会受电动机转速影响。在低速区，外加电压矢量控制作用明显，转矩增幅加大。在高速区，

随着 ωr 增大，外加电压矢量控制作用减弱，达到 M 点时，对转矩的控制作用消失。

多位滞环比较控制

图 4.5: 多位滞环比较的电压矢量选择 图 4.6: 五位滞环比较器
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将一个采样周期分成几个时间段，可以在一个周期内组合成多个不同的电压矢量，扩大了电压矢量的选择

范围。将采样周期分成的时间段越多，可以组合出的电压矢量数目就越多。

将一个采样周期分成 3 段，则得到 19 个电压矢量，对于上半部的 9 个电压矢量，200、220、300、330 四
个电压矢量方向与 us2 或 us3 相同但幅值缩短为原来的 2/3 或 1/3。230、223、332 不仅幅值不同，方向也不
同，相当于又构成了 3 个新的开关电压矢量。可以计及转速影响，将转矩偏差、磁链偏差和转速 3 个信息量作
为选择电压矢量的依据。对于转矩，采用五位滞环比较器，输出为-2,-1,0,1,2，其中-1,0,1 对应转矩稳态变化，2
和-2 对应转矩瞬态变化。对于磁链仍采用二位滞环比较器输出 1 或-1。

4.2.2 磁链和转矩估计

电压-电流模型的磁链估计
由定子电压和电流估计磁链

ψs =

∫
(us −Rsis)dt

低频情况下，由于定子电压很小，定子电阻参数变化对积分影响很大，可以采用大时间常数的低通滤波器

代替积分器，即

ψs =
1

Ts+ 1
(us −Rsis)

电流-转速模型的磁链估计
也可以由定子电流和速度估计磁链。

对于三相感应电动机有

ψs = σLsis +
Lm
Lr
ψr

dψr
dt =

Lm
σLs

1

Tr

(
ψs −

Ls
Lm

ψr

)
+ jωrψr

对于永磁同步电动机有

ψd = ψf + Ldid

ψq = Lqiq

电流-速度模型没有定子电阻，对感应电动机，需要使用转子时间常数和定转子电感值，对永磁同步电动机，
需要使用定子电感值和永磁励磁磁场磁通。一般而言，高速段采用电压-电流模型，低速段采用电流-速度模型。

电磁转矩估计

电磁转矩的估计值为

te = p0(ψDiQ − ψQiD)

其中，iD, iQ 为实测值，ψD, ψQ 为估计值。

4.2.3 预期电压直接转矩控制

根据上一采样周期内磁链和转矩的偏差来确定下一采样周期所期望的电压矢量，并利用相邻非零开关电压

矢量和零电压矢量线性组合而成。
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三相感应电动机的预期电压矢量确定

转矩偏差为

∆te = t∗e − te = p0ψs ×
1

L′
s

(vref − e)∆ts = p0
∆tsa
L′
s

[(ψDvQref − ψQvDref ) + (ψQeD − ψDeQ)]

其中感应电压矢量 e 如下

e =
dψs
dt − L′

s

dis
dt =

∆ψs
∆tsa

− L′
s

∆is
∆tsa

= eD + jeQ

可得预期电压矢量的交轴分量

vQref =
ψQvDref +G

ψD

其中 G =
∆teL

′
s

p0∆tsa
+ (ψDeQ − ψQeD)

由于磁链要求能跟踪指令，则

ψsref = ψs + vref∆tsa

由幅值表达式可化简得到

av2Dref + 2bvDref + c = 0

其中

a = (∆tsa)
2 +

(
ψQ∆tsa
ψD

)2

b = GψD

(
∆tsa
ψD

)2

+∆tsaψD +
ψ2
Q∆tsa

ψD

c = 2G∆tsa
ψQ
ψD

+

(
G∆tsa
ψD

)2

+ ψ2
D + ψ2

Q − ψ2
sref

以上方程解出两个解，取较小的解为 vDref，带回交轴分量表达式得 vQref，于是求得 vref。

当电动机在低频下运行时，计及定子电阻的影响，则有

us ref = Rsis + vref = uDref + juQref

永磁同步电动机的预期电压矢量确定

转矩偏差为

te = p0

(
ψfψs
Ld

cos δsf +
Ld − Lq
LdLq

ψ2
s cos 2δsf

)
∆δsf

图 4.7: 负载角的增量

若 ψs 已为恒值，∆te 仅取决于 ∆δsf。在定子 DQ 坐标系中，定子磁链矢量相位角为 ρs，且 ψs 的速度应

大于 ψf 使得产生负载角增量 ∆δsf，此时定子磁链矢量 ψsref 的相位角为 ρsref，且满足 ρsref = ρs +∆δsf .
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满足定子电压方程则有

us = Rsis +
dψs
dt

由图可得

uDref = RsiD +
|ψsref cos(ρs +∆sf )− |ψs| cos ρs

∆T

uQref = RsiQ +
|ψsref sin(ρs +∆sf )− |ψs| sin ρs

∆T

SVPWM 技术

图 4.8: 电压矢量合成

对于预期电压矢量，采用相邻的两个开关电压矢量加上零电压矢量的线性组合来构成，由下式合成

us ref∆T = usk∆ta + us(k+1)∆tb + u0∆t0

其中各矢量作用时间为

∆ta =

√
3

2

1

Vc

(
uDref −

1√
3
uQref

)
∆T

∆tb =

√
2

Vc
uQref∆T

∆t0 = ∆T −∆ta −∆tb
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5 无速度传感器控制

5.1 基于数学模型的开环估计

5.1.1 感应电动机转速估计

利用 ABC 轴系方程估计
由 ψr = Lmis + Lrir 得

ir =
1

Lr
(ψr − Lmis)

代入转子电压方程 0 = Rrir +
dψr

dt − jωrψr 有

ωr =

dψr
dt +

1

Tr
ψr −

Lm
Tr
is

jψr
磁链方程为

ψr =
Lr
Lm

(ψs − L′
sis)

ψs =

∫
(us −Rsis)dt

dψr
dt =

Lr
Lm

(
us −Rsis − L′

s

dis
dt

)
根据 us, is 的测量值计算出磁链。

利用定子磁场定向轴系估计

电压矢量方程改写成
dψr
dt − Lm

Tr
is = −ψr

Tr
+ jωrψr

将磁链方程代入得

us −
(
Rs +

Ls
Tr

)
is − L′

s

dis
dt = −ψs

Tr
+ jωr(ψs − L′

sis)

转换到定子磁场定向的 MT 轴系，且考虑到 ψT = 0，ψse−jρs = |ψs|，则有[
us −

(
Rs +

Ls
Tr

)
is − L′

s

dis
dt

]
e−jρs = −ψs

Tr
+ jωr(|ψs| − L′

si
M
s ) = uM + juT

求得转子速度估计为

ω̂r =
uT

|ψs| − L′
siM

5.1.2 永磁同步电动机转子位置估计

面装式 PMSM 的电压方程为[
uD

uQ

]
= Rs

[
iD

iQ

]
+ p

[
Ls 0

0 Ls

][
iD

iQ

]
+

[
eD

eQ

]
由于感应电动势为 [

eD

eQ

]
= ωrψf

[
− sin θr
cos θr

]
于是转子位置角为

θ̂r = arctan

−uD +RsiD + Ls
diD
dt

uQ −RsiQ − Ls
diQ
dt


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5.2 模型参考自适应系统

模型参考自适应系统（Model Reference Adaptive System，MRAS）采用参考模型规定了系统所要求的性
能。参考模型和自适应模型由相同的外部输入所激励，状态矢量分别为 x 和 x̂。差值矢量 v = bmx− x̂ 输入自
适应机构，由自适应机构修改可调模型的参数，使得可调模型状态能够快速稳定地逼近 x。

图 5.1: MRAS 结构框图

构成品质优良的自适应系统需要确定自适应律。可以采用局部参数最优化理论为基础的设计方法、以 Lya-
punov 稳定性理论为基础的设计方法和以 Popov 稳定性理论为基础的设计方法。

5.2.1 模型设计

将转子矢量电压方程消去 ir 得

Tr
dψr
dt +ψr = Lmis + jωrTrψr

此式可以构成可调模型。

将定子电压矢量转化为
dψr
dt =

Lr
Lm

(
us −Rsis − L′

s

dis
dt

)
此式可以构成参考模型。

5.2.2 自适应律

以估计值形式表示参考模型为

[dψ̂d
dt

dψ̂q

dt

]
=

− 1

Tr
−ω̂r

ω̂r − 1

Tr

[ψ̂d
ψ̂q

]
+
Lm
Tr

[
id

iq

]

定义状态广义误差 e = ψr − ψ̂r，两式相减得[
ded
dt

deq
dt

]
=

− 1

Tr
−ω̂r

ω̂r − 1

Tr

[ed
eq

]
− (ω̂r − ωr)

[
0 −1

1 0

][
ψ̂d

ψ̂q

]

写成矩阵形式为
de
dt = Aee−W
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此式可构成标准反馈系统。其中 D 为增益矩阵，将 e 处理为用于自适应控制的另一矢量 V，简化计算可取

D = I。自适应矢量 V 和反馈矢量 W 的关系用非线性时变反馈环节表示。

图 5.2: 反馈校正的等效非线性反馈系统

根据 Popov 超稳定理论，使系统渐进稳定，非线性时变反馈环节必须满足

η(0, t1) =

∫ t1

0
V TWdt ⩾ −r20 ∀t1 > 0, r20 <∞

将 e 和 W 代入可得

η(0, t1) =

∫ t1

0
eT (ω̂r − ωr)Jψ̂rdt

将 ω̂r 取成比例积分形式

ω̂r =

∫ t

0
F1(v, t, τ)dτ + F2(v, t) + ω̂r(0)

代入上式可得

η(0, t1) =

∫ t1

0
eT
[∫ t

0
F1(v, t, τ)dτ + ω̂r(0)− ωr

]
Jψ̂rdt+

∫ t1

0
eTF2(v, t)Jψ̂rdt = η1(0, t1) + η2(0, t1)

分别使

η1(0, t1) ⩾ −r21 η2(0, t1) ⩾ −r22

对 η1，利用下述不等式∫ t1

0

df(t)
dt kf(t)dt = k

2
[f2(t1)− f2(0)] ⩾ 1

2
kf2(0) k > 0

并取
df(t)

dt = eTJψ̂r kf(t) =

∫ t

0
F1(v, t, τ)dτ + ω̂r(0)− ωr

即取

F1(v, t, τ) = Kie
TJψ̂r

对 η2，被积函数为正即可保证，可取

F2(v, t) = Kpe
TJψ̂r

代入可得转子速度估计式为

ω̂r =

∫ t

0
Kie

TJψ̂rdt+Kpe
TJψ̂r + ω̂r(0)
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将 e 和 ψ̂r 代入可得

ω̂r =

∫ t

0
Ki(ψ̂dψq − ψdψ̂q)dt+Kp(ψ̂dψq − ψdψ̂q) =

(
Ki

p
+Kp

)
εω

其中转速误差信息 εω = ψ̂r ×ψr 取之于磁链矢量，经 PI 调节器作用后得转速估计量。

5.3 自适应观测器

闭环和开环的区别在于是否采用了可以调节估计器响应的校正环节。闭环估计器又称状态观测器，可以实

时观测非线性动态系统的状态和参数，使用电动机的数学模型来预测或估计电动机状态 x̂，估计状态以反馈校

正方式进行校正。校正方式是在状态估计方程中增加一个校正项，相当于一个误差补偿器，产生对状态估计方

程的校正输入。

5.3.1 状态估计方程和状态观测器

对于三相感应电动机，由定转子电压矢量和磁链矢量方程可得[
dis
dt

dψr

dt

]
=

[
− 1
T ′
sr

− Lm
L′
sLr

(− 1
Tr

+ jωr)
Lm
Tr

− 1
Tr

+ jωr

][
is

ψr

]
+

[
us
L′
s

0

]

其中，T ′
sr = L′

s/Rsr, Rsr = Rs + (Lm/Lr)
2Rr。

将上式改写成状态方程式为

ẋ = Ax+Bu

其中

x =


iD

iQ

ψd

ψq

 u =

[
uD

uQ

]
B =

[
1
L′
s
I

0

]
J =

[
0 −1

1 0

]

A =

[
− 1
T ′
sr
I − Lm

L′
sLr

(− 1
Tr
I + ωrJ)

Lm
Tr
I − 1

Tr
I + ωrJ

]
输出方程为

Is = Cx

其中

C =

[
I 0

0 0

]
由定子电流观测误差构成校正项，则状态观测器为

˙̂x = Âx̂+Bu+K(Is − Îs)

Îs = Cx̂
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5.3.2 转速自适应律

误差动态方程为

ė = (A−KC)e−∆Ax̂

其中误差向量 e = x− x̂，误差状态矩阵为

∆A = Â−A =

[
0 −(ω̂r − ωr)

Lm
L′
sLr
J

0 (ω̂r − ωr)J

]
根据 Lyapunov 稳定性理论，构造 Lyapunov 函数为

V = eTe+
(ω̂r − ωr)

2

λ

其导数为
dV
dt = eT [(A−KC)T + (A−KC)]e+ (x̂∆ATe+ e∆Ax̂) +

2

λ
(ω̂r − ωr)

dω̂r
dt

由于第一项始终为负，只需第二项和第三项之和为零即可保证 V̇ < 0，从而保证系统稳定性。即有

x̂∆ATe+ e∆Ax̂+
2

λ
(ω̂r − ωr)

dω̂r
dt = 0

将 e,∆A, x̂ 代入得

−2
Lm
L′
sLr

(ω̂r − ωr)ψ̂
T
r J(is − îs) +

2

λ
(ω̂r − ωr)

dω̂r
dt = 0

因此转速估计值满足

ω̂r =
λLm
L′
sLr

∫
ψ̂Tr J(is − îs)dt = Ki

∫
ψ̂Tr J(is − îs)dt

改进观测器的响应，可以增加 P 控制器得转速自适应律

ω̂r =

(
Kp +

Ki

p

)
ψ̂Tr J(is − îs)

若 ψ̂r = ψr，可以改写为

ω̂r = −
(
Kp +

Ki

p

)
ψ̂r × (is − îs) =

Lr
p0Lm

(
Kp +

Ki

p

)
(t̂e − te)

状态估计方程中，增益矩阵 K 可以通过极点配置的方式来确定，误差响应的动态特性由 (A−KC) 的特

征值决定，因此由 (A−KC) 的极点决定，合理配置可以满足系统的动态要求。

对于定子电阻 Rs 的辨识，将状态矩阵中的定子电阻作为可调参数，即

1

T̂ ′
sr

=
R̂s
L′
s

+

(
Lm
Lr

)2

Rr

误差状态矩阵为

∆A′ =

[
− 1
L′
s
(R̂s −Rs)I 0

0 0

]
采用与转速估计同样的方法可得

R̂s = −
(
Kp +

Ki

p

)
[(iD − îD )̂iD + (iQ − îQ)̂iQ]

转子磁链矢量可由 ψ̂d, ψ̂q 估计得到，即

|ψ̂r| =
√
ψ̂2
d + ψ̂2

q θ̂M = arcsin ψ̂q

|ψ̂r|
转子磁链矢量的旋转速度估计为

ω̂′
s =

dθ̂M
dt =

ψ̂d
dψ̂q
dt − ψ̂q

dψ̂d
dt

ψ̂2
d + ψ̂2

q
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5.4 扩展卡尔曼滤波

扩展卡尔曼滤波（Extended Kalman Filters，EKF）是线性系统状态估计的卡尔曼滤波算法在非线性系统
的拓展，因为滤波器增益能够适应环境自动调节，本身就是一个自适应系统。

EKF 的一般形式为
˙̂x = A(x̂)x̂+Bu+K(y − ŷ)

形式上与自适应观测器相同，都是设有反馈校正环节的闭环估计。但是状态观测器中是自适应律在起作用，自

适应律是根据系统稳定性理论，增益矩阵的加权作用体系拿在调节误差的动态响应上。而 EKF 是根据均方误
差最小原理确定的增益矩阵，增益矩阵的加权为下一步提供最有可能的状态估计。又称 EKF 为递推优化随机
状态估计器。

5.4.1 数学模型

EKF 的状态方程为 
i̇s

ψ̇r

ω̇r

 =


− 1
T ′
sr

− Lm
L′
sLr

(− 1
Tr

+ jωr) 0

Lm
Tr

− 1
Tr

+ jωr 0

0 0 0



is

ψr

ωr

+


us
L′
s

0

0


以 DQ 轴系分量表示，则有

i̇D

i̇Q

ψ̇d

ψ̇q

ω̇r


=



− 1
T ′
sr

0 Lm
L′
sLrTr

ωr
Lm
L′
sLr

0

0 − 1
T ′
sr

−ωr Lm
L′
sLr

Lm
L′
sLrTr

0

Lm
Tr

0 − 1
Tr

−ωr 0

0 Lm
Tr

ωr − 1
Tr

0

0 0 0 0 0





iD

iQ

ψd

ψq

ωr


+



1
L′
s

0

0 1
L′
s

0 0

0 0

0 0


[
uD

uQ

]

简化表示为

ẋ = Ax+Bu

y = Cx

上式中，已假定 ω̇r = 0，由机械运动方程得 J → ∞，这虽然不符合实际，但是状态观测中可以将这种不确定
性当做状态噪声处理，由 EKF 进行校正。在数字化系统中，每个采样周期内，可以认为 ωr 恒定。

离散化系统方程为

x(k + 1) = A′x(k) +B′u(k)

y(k) = C ′x(k)

通常情况下，采样时间很短，因此矩阵的离散化形式为

A′ = eAT ≈ 1 +AT =



1− T
T ′
sr

0 TLm
L′
sLrTr

ωr
TLm
L′
sLr

0

0 1− T
T ′
sr

−ωr TLm
L′
sLr

TLm
L′
sLrTr

0

TLm
Tr

0 1− T
Tr

−Tωr 0

0 TLm
Tr

Tωr 1− T
Tr

0

0 0 0 0 1


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B′ ≈ BT =



T
L′
s

0

0 T
L′
s

0 0

0 0

0 0


根据噪声来源将环境噪声分为两类：数学模型中参数的不准确性或参数的变化以及系统的扰动，还有定子

电压测量引起的噪声用系统噪声矢量 V 表示；定子电流的测量引起的噪声用测量噪声矢量W 来表示。将噪声

纳入方程中，改写为

x(k + 1) = A′x(k) +B′u(k) + V (k)

y(k) = C ′x(k) +W (k)

其中噪声矢量数字特征为

E{V (k)} = E{W (k)} = 0 COV (V ) = Q COV (W ) = R

5.4.2 状态估计

状态预测方程为

x̃(k + 1) = A′x̂(k) +B′u(k) = Φ[x̂(k),u(k)] =

(1− T
T ′
sr
)̂iD(k) +

TLm
L′
sLrTr

ψ̂d(k) + ω̂r(k)
TLm
L′
sLr

ψ̂q(k) +
T
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s
uD(k)

(1− T
T ′
sr
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TLm
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TLm
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sLrTr
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T
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s
uQ(k)

TLm
Tr

îD(k) + (1− T
Tr
)ψ̂d(k)− T ω̂r(k)ψ̂q(k)

TLm
Tr

îQ(k) + (1− T
Tr
)ψ̂q(k) + T ω̂r(k)ψ̂d(k)

ω̂r(k)


在校正前要计算协方差矩阵

P̃ (k + 1) = G(k + 1)P̂ (k)GT (k + 1) +Q

式中 G(k + 1) 是梯度矩阵，求解如下

G(k + 1) =
∂

∂x
(A′x+B′u)|x=x̃(k+1) =

∂

∂x
Φ[x̃(k + 1),u(k + 1)]|x=x̃(k+1)

将矩阵 Φ[x̂(k),u(k)] 的状态变量 x̂(k) 替换成 x̃(k + 1)，输入矢量 u(k) 换成 u(k + 1)，然后对 x̃(k + 1) 求偏

导数可得

G(k + 1) =
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
计算增益矩阵如下

K(k + 1) = P̃ (k + 1)HT (k + 1)[H(k + 1)P̃ (k + 1)HT (k + 1) +R]−1
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其中 H(k + 1) 为梯度矩阵，计算如下

H(k + 1) =
∂

∂x
(C ′x)|x=x̃(k+1) =

[
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

]

完成状态矢量估计

x̂(k + 1) = x̃(k + 1) +K(k + 1)[y(k + 1)− ỹ(k + 1)]

其中，y(k + 1) 是测量状态矢量，为

y(k + 1) = [iD(k + 1) iQ(k + 1)]T

ỹ(k + 1) 是预测输出矢量，为

ỹ(k + 1) = C ′x̃(k + 1) = [̃iD(k + 1) ĩQ(k + 1)]T

最后计算协方差矩阵供下一次预测使用，计算如下

P̂ (k + 1) = P̃ (k + 1)−K(k + 1)H(k + 1)P̃ (k + 1)

EKF 状态估计的关键是确定增益矩阵 K(k+1)，K(k+1) 决定于协方差矩阵 R 和 P̃ (k+1)。P̃ (k+1) 与

系统噪声矩阵 Q 有关。通常情况下 Q 和 R 是未知的，只能根据噪声的随机特性定性地考虑它们的确定原则。

Q 是 5× 5 矩阵，R 是 2× 2 矩阵，所以需要确定 29 个元素。由于假定噪声矢量 V 和 W 是不相关的，因

此可以确定 Q 和 R 都是对角阵，即只需要确定 7 个元素。P 是 5× 5 矩阵，是状态矢量的协方差矩阵，可以

认为它的初始状态矩阵也是对角阵，而且所有的元素都相等。

为了获得满意的估计结果，可以在滤波过程中对协方差矩阵进行迭代修正。增加 Q 就是加强了系统噪声，

滤波增益矩阵的元素也会增大，加大了测量反馈的加权作用，使滤波器瞬态特性变快。如果协方差矩阵 R 增大，

那说明电流测量产生了强噪声，应该减弱滤波的权重，因此滤波增益矩阵元素减小，这将导致瞬态特性变慢。

EKF 程序计算量大，比状态观测器更费时，可以考虑利用降阶的数学模型。

EKF 递推公式

x̃(k + 1) = A′x̂(k) +B′u(k)

P̃ (k + 1) = G(k + 1)P̂ (k)GT (k + 1) +Q

K(k + 1) = P̃ (k + 1)HT (k + 1)[H(k + 1)P̃ (k + 1)HT (k + 1) +R]−1

x̂(k + 1) = x̃(k + 1) +K(k + 1)[y(k + 1)− ỹ(k + 1)]

P̂ (k + 1) = P̃ (k + 1)−K(k + 1)H(k + 1)P̃ (k + 1)
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